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MÉMOIRE SUR LES SUITES. 



Mémoires de V Académie royale des Sciences de Parir, année 1779; 1782. 



l. 

La théorie des suites est un des objets les plus importants de TAna- 
lyse : tpus les problèmes qui se réduisent à des approximations, et 
conséquemment presque toutes les applications des Mathématiques k 
la nature, dépendent de cette théorie ; aussi voyons-nous qu'elle a 
principalement fixé l'attention des géomètres; ils ont trouvé un grand 
nombre de beaux théorèmes et de méthodes ingénieuses, soit pour 
développer les fonctions en séries, soit pour sommer les suites exacte- 
ment ou par approximation; mais ils n'y sont parvenus que par des 
voies indirectes et particulières, et l'on ne peut douter que, dans 
cette branche de l'Analyse, comme dans toutes les autres, il n'y ait 
une manière générale et simple de l'envisager, dont les vérités déjà 
connues dérivent, et qui conduise à plusieurs vérités nouvelles. La 
recherche d'une semblable méthode est l'objet de ce Mémoire; celle à 
laquelle je suis parvenu est fondée sur la considération de ce que je 
nomme /onctions génératrices : c'est un nouveau genre de calcul que 
l'on peut nommer calcul des fonctions génératrices, et qui m'a paru 
mériter d'être cultivé par les géomètres. J'expose d'abord quelques 
résultats très simples sur ces fonctions et j'en déduis une méthode 
pour interpoler les suites, non seulement lorsque les différences con- 
sécutives des termes sont convergentes, ce qui est le seul cas que l'on 
ait considéré jusqu'ici, mais encore lorsque la série proposée con- 
verge vers une suite récurrente, la dernière raison de ses termes étant 
donnée par une équation linéaire aux différences finies dont les coef- 
ficients sont constants. L'intégration de ce genre d'équation est un 

OEwrcM de L. ^ X. I 
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• V*' 
coj*onjkife de cette analyse. En passant ensuite du fini à Tinfiniment 

• • • 

/p^tiï, je donne une formule générale pour interpoler les suites dont 
^./'•VJâ' dernière raison des termes est représentée par une équation linéaire 
'*** aux différences infiniment petites, dont les coefficients sont con- 
stants; d'où je conclus Tintégration de ces équations. En appliquant 
la même méthode à la transformation des suites, il en résulte un 
moyen fort simple de les transformer en d'autres dont les termes sui- 
vent une loi donnée; enfin le rapport des fonctions génératrices aux 
variables correspondantes me conduit immédiatement à Tanalogie sin- 
gulière des puissances positives avec les différences et des puissances 
négatives avec les intégrales, analogie observée d'abord par Leibnitz, 
et mise depuis dans un plus grand jour par M. de la Grange {Mémoires 
de Berlin^ année 1772); tous les théorèmes auxquels le second de 
ces deux grands géomètres est parvenu dans les Mémoires cités d'après 
cette analogie, et beaucoup d'autres encore, se déduisent avec la plus 
grande facilité de ce rapport. 

En considérant de la même manière les séries à deux variables, 
j'expose une méthode générale pour les interpoler, non seulement 
dans le cas où les différences consécutives des termes de la série sont 
convergentes, mais encore lorsque la série converge vers une suite 
récwrrorécurrentey la dernière raison de ses termes étant donnée par 
une équation linéaire aux différences finies partielles dont les coeffi- 
cients sont constants; d'où résulte l'intégration de ce genre d'équa- 
tions. Cette matière est de la plus grande importance dans l'analyse 
des hasards; je crois être le premier qui l'ait considérée [voir les 
Tomes VI et VII des Savants étrangers {*)]. M. de la Grange l'a depuis 
traitée par une très belle et très savante analyse dans les Mémoires de 
Berlin pour l'année 1770; j'ose espérer que la manière nouvelle dont 
je l'envisage dans ce Mémoire ne déplaira pas aux géomètres. Il suit 
de mes recherches que l'intégration de toute équation linéaire aux 
différences finies partielles, dont les coefficients sont constants, peut 

(1) Œuvres de Lap/ace, T. Vm, p. 5 et p. 69. 
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se ramener à celle d'une équation linéaire aux différences infiniment 
petites, au moyen ^'intégrales définies prises par rapport à une nou- 
velle variable; je nomme intégrale définie une intégrale prise depuis 
une valeur déterminée de la variable jusqu'à une autre valeur déter- 
minée. Cette remarque, plus curieuse qu'utile dans la théorie des dif- 
férences finies, devient très utile lorsqu'on la transporte aux équations 
linéaires aux difi<érences infiniment petites partielles : elle donne un 
moyen de les intégrer dans une infinité de cas qui se refusent à 
toutes les méthodes connues, et, sans elle, il m'eût été presque im- 
possible de prévoir les formes dont les intégrales sont alors suscep- 
tibles. Mais, pour rendre ce que je viens de dire plus sensible, il ne 
sera pas inutile de rappeler en peu de mots ce que l'on a découvert 
sur les équations linéaires aux différences infiniment petites partielles 
du second ordre. L'intégrale de ces équations renferme, comme l'on 
sait, deux fonctions arbitraires; on a, de plus, remarqué que ces 
fonctions peuvent être, dans l'intégrale, affectées du signe différen- 
tiel d\ et c'est, si je ne me trompe, à MM. Euler et de la Grange que 
l'on doit cette remarque importante à laquelle ils ont été conduits par 
la théorie du son, dans le cas où l'air est considéré avec ses trois 
dimensions. Ces deux grands géomètres ont ensuite étendu leurs mé- 
thodes à des équations plus compliquées que celles de ce problème; 
mais il restait à trouver une méthode au moyen de laquelle on pût 
généralement, ou intégrer une équation quelconque linéaire du second 
ordre, ou s'assurer que son intégrale est impossible en termes finis, 
en n'ayant égard qu'aux seules variables qu'elles renferment : c'est 
l'objet d'un Mémoire que j'ai inséré dans le Volume de l'Académie pour 
l'année 1778 (*)• Dans ce Mémoire, j'ai démontré : i"* que les fonctions 
arbitraires ne peuvent exister dans l'intégrale que sous une forme 
linéaire; 2^ que si l'intégrale est possible en termes finis, en ne consi- 
dérant que les seules variables de l'équation, une des deux fonctions 
arbitraires est nécessairement délivrée du signe intégral f. J'ai donné 

(») Œuvres de Laplace, T. IX, p. 5. 
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ensuite une méthode générale pour avoir dans ce cas Tintégrale com- 
plète de l'équation différentielle, en supposant même que cette équa- 
tion renferme un terme indépendant de la variable principale, et qui 
soit une fonction quelconque des deux autres variables; d*où il suit 
que, lorsqu'une équation proposée se refuse à cette méthode, on peut 
être assuré que son intégrale complète est impossible en termes finis, 
en n'ayant égard qu'aux seules variables de l'équation. Maintenant, la 
remarque dont j'ai parlé ci-dessus m'a fait voir que, dans ce cas, l'in- 
tégrale est possible en termes finis, au moyen d'intégrales définies 
prises par rapport à une nouvelle variable qu'il faut nécessairement 
alors introduire dans le calcul. On verra ci-après que ces formes d'in- 
tégrales sont du même usage dans la solution des problèmes que les 
formes connues; je donne pour les obtenir une méthode qui s'étend à 
un grand nombre de cas, et spécialement k plusieurs questions phy- 
siques importantes, telles que le mouvement des cordes vibrantes dans 
un milieu résistant comme la vitesse, la propagation du son dans un 
plan, etc., dont on n'a pu trouver encore que des solutions particulières. 
En transportant aux différences infiniment petites les remarques 
que je fais sur une équation particulière aux différences finies par- 
tielles, je parviens à m'assurer d'une manière incontestable que, dans 
le problème des cordes vibrantes, on peut admettre des fonctions dis- 
continues, pourvu qu'aucun des angles formés par deux côtés conti- 
gus de la figure initiale de la corde ne soit fini; d'où il me paraît 
que ces fonctions peuvent être généralement employées dans tous les 
problèmes qui se rapportent aux différences partielles, pourvu qu'elles 
puissent subsister avec les équations différentielles et avec les condi- 
tions du problème; ainsi, la seule condition qui soit nécessaire dans 
la détermination des fonctions arbitraires d'une équation proposée 
aux différences partielles de l'ordre n est qu'il n'y ait point de saut 
entre deux valeurs consécutives d'une différence de ces fonctions, 
plus petite que la différence /i*^"*, et, par conséquent, que, dans les 
courbes au moyen desquelles on représente ces fonctions arbitraires, 
il n'y ait point de saut entre deux tangentes consécutives, si, comme 
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dans le problème des cordes vibrantes, Téquation différentielle est du 
second ordre, ou qu*il n'y ait point de saut entre deux rayons oscula- 
teurs consécutifs, si Téquation est du troisième ordre, etc., ce qui est 
conforme à ce que M. le marquis de Condorcet a trouvé, par une autre 
méthode, dans les Mémoires de l'Académie pour Tannée 1771» pages 70 
et 71. Mais il est essentiel d'observer que, si l'intégrale renferme les 
différences des fonctions arbitraires, on doit considérer les différences 
les plus élevées comme les véritables fonctions arbitraires de l'inté- 
grale, et n'appliquer la règle précédente qu'à ces différences. Cette 
manière d'éclairer les points délicats de la théorie des différences infi- 
niment petites par celle des différences finies est, si je ne me trompe, 
la plus propre à remplir cet objet, et il me semble que, d'après la 
théorie que j'expose, il ne doit rester aucun doute sur l'usage des 
fonctions discontinues dans le Calcul intégral aux différences par- 
tielles. Enfin, je termine ce Mémoire par la considération des équa- 
tions linéaires aux différences partielles, en partie finies et en partie 
infiniment petites, et par quelques théorèmes sur la réduction en 
séries des fonctions à deux variables. Toutes ces recherches n'étant 
que le développement d'une considération fort simple sur la nature 
des fonctions génératrices, j'ose me flatter que l'analyse dont j'ai fait 
usage pourra mériter, par sa généralité, l'attention des Géomètres. 

II. 
Des suites à une seule variable, 

?iO\iyjc une fonction quelconque de x\ si l'on forme la suite infinie 

et que l'on nomme u la somme de cette suite, ou, ce qui revient au 
même, la fonction dont le développement forme cette suite, cette 
fonction sera ce que je nomme fonction génératrice de la variable j^;. 
Une fonction génératrice d'une variable quelconque j^ est donc 
généralement une fonction de /, qui, développée suivant les puis- 
sances de /, a cette variable y^; pour coefficient de /^; et, réciproque- 
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menu b y'éruïAtt e^irrespondante d*one fonction générairice esl le 
i'jH^nicient de t' dan» le développemenl de cette fonction saÎTant les 
pui»iuince» de /« Il »uit de ce» définition» qoe« ii étant la fonction géné- 
ra tri^;e de y^^ celle de y j^ r ^^ ^ * <^f il ^^ visible que le coefficient de 
i^d'Afin ut*^ e%i égal â celui de f''^dzn% u^ et par conséquent égal à r,.^. 

lAt coefficient de /^ dans u(j — i j est éTidemment égal à y^^, — Vx* 

ou k àyj^f à étant la caractéristique des différences finies: on aura 
donc la fonction génératrice de la différence finie d*une quantité en 

multipliant par , — i la fonction génératrice de la quantité elle- 

J — I 1 , et, gêné- 
ralement, celle de à^^ est ii( ^l- — i ] ; d*ou Ton peut conclure que la 

fonction génératrice de A'y^-r ^'«t ''^'^(7 "" ' 
Pareillement, le coefficient de /' dans 



/ h c e g\ 



est 

en nommant donc Vy^. cette quantité, sa fonction génératrice sera 



f b c e q\ 



Si Ton nomme V^yj^ la quantité 

V" y^ la quantité 

ol ainsi de suite • leurs fonctions génératrices correspondantes seront 



I b c a\» 
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et» généralement» la fonction génératrice de A'^^ sera 



( h c q\ 



partant la fonction génératrice de A' ^'y^^r sera 



„,r(«+^+^^+...^iy('_,y. 



On peut généraliser encore les théorèmes précédents» en supposant 
que Vy^p représente une fonction quelconque linéaire de j^?» Jx+m 
yx^%* •••; que ^^yx représente une nouvelle fonction dans laquelle 
yy^r entre de la même manière que y^ dans Vy^; que V'y^ représente 
une fonction de V^j^ semblable à celle de ly^ en jj., et ainsi de suite; 
car» u étant la fonction génératrice de y^, si Ton nomme m celle de 

V^a?» ««^» wj'» • • • seront les fonctions génératrices de V'jj.» Vjj., 

En multipliant donc la fonction u par les puissances successives de 5» 
on aura les fonctions génératrices des produits de y^ par les puis- 
sances correspondantes de V» V n'étant point une quantité» mais une 
caractéristique; et cela sera encore vrai en supposant ces puissances 
fractionnaires et même incommensurables. 

s étant une fonction quelconque de j^ si Ton développe ^ suivant 

I K 

les puissances de - 9 et que Ton désigne par -- un terme quelconque 

de ce développement» le coefficient de ^ dans — sera Kj'^^.;„; on aura 
donc le coefficient de i' dans us\ ou» ce qui revient au même» on 
aura V'j^ : 1° en substituant» dans 5, y^, au lieu de -; 1^ en dévelop- 
pant ce que devient alors 5^» suivant les puissances de j^, et en ajou- 
tant à x^ dans chaque terme» l'exposant de la puissance de j^,;» c'est- 
à-dire en écrivant jjp au lieu de {yxY^ Jjw-i au lieu de (y^r)*» y^^^ au 
lieu de (j'a?)*» et ainsi de suite. 

Si» au lieu de développer 5' suivant les puissances de -> on le dé- 
veloppe suivant les puissances de 7 --i» et que Ton désigne par 
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K ( - - 1 ) un terme quelconque de ce développement, le coefficient de 

/' dans Km( ' — i ] sera K A*"/^. On aura donc V'j'^ : i° en substituant, 

dans 1, Ay^ au lieu de y — i , ou, ce qui revient au même, i -+- ^y^ au 

lieu de -; 2^ en développant ce que devient alors ^ suivant les puis- 
sances de Ajx» et en appliquant à la caractéristique A les exposants 
des puissances de Ay^?» c'est-à-dire en écrivant A* j'jr» ^u j^^, au lieu de 
(Ajj./, A* v^ au lieu de (Ajj^)', et ainsi de suite. 

En général, si Ton considère s comme une fonction de r, r étant une 

fonction de -> telle que le co.efficient de t' dans ur soit nvx» on aura 

V'Yj en substituant, dans s, Djx au lieu de r; en développant ensuite 
ce que devient alors s* suivant les puissances de n v^» ©t en appliquant 
h la caractéristique n les exposants des puissances de Djx» c'est-à-dire 
en écrivant G^y^r» ou v^., au lieu de (G Vj-)"» D\Vjr au lieu de (Dy^y^ 
rt ainsi du reste/ On aura donc ainsi les valeurs de Vy^, V^Vx» • • • par 
(le simples développements de fonctions algébriques. 

Soit s la fonction génératrice de S'jx» S étant la caractéristique des 

intégrales finies; on aura, par ce qui précède, z(j — i j pour la fonc- 
tion génératrice de v^,; mais cette fonction doit, en n'ayant égard 
qu'aux puissances positives ou nulles de /, se réduire à //. On aura 

donc 

/ I \' ABC F 

d'où l'on tire 

M/' 4- A /'-» -h B ^^-« -h C^'-» H- . . . -h F 



{i-ty 



t 



A, B, C, .,., F étant les 1 constantes arbitraires qu'introduisent les 
I intégrations successives de Vj.. En faisant abstraction de ces con- 
stantes, la fonction génératrice de S'Vj. serait "(7—1) ; on aurait 

donr la fonction génératrice de 2' v^. en changeant 1 en — 1 dans la 
fonction génératrice de A'Vj.; et réciproquement, on aurait la variable 
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correspondante de la fonction m( j -— i j , dans laquelle on suppt)se 

i négatif, en changeant i en — i dans A'^^? et en supposant que les 
différences négatives représentent des intégrales; mais, si Ton a égard 
aux constantes arbitraires, il faut, en passant des puissances positives 

aux puissances négatives de j -— i , augmenter u d'un nombre de termes 

- -h Tj -f- Tj -h. . . égal à l'exposant de la puissance négative de - — i . 

On voit par là comment les fonctions génératrices se forment de la 
loi des variables correspondantes, et réciproquement, de quelle ma- 
nière ces variables se déduisent de leurs fonctions génératrices. Appli- 
quons maintenant ces résultats à la théorie des suites. 

III. 

De l'interpolation des suites à une seule variable, et de l'intégration 

des équations différentielles linéaires. 

Toute la théorie de l'interpolation des suites consiste à déterminer, 
quel que soit i, la valeur de j^r+i en fonction Aq y^ et des termes qui 
précèdent ou qui suivent y g.. Pour cela, on doit observer que y^^i est 
égal au coefficient de t^^ dans le développement de u, et, par consé- 
quent, égal au coefficient de /-^dans le développement de -7; or on a 

? = "('-^7-')' 

De plus, le coefficient de /* dans le développement de u est y^; ce 
coefficient dans le développement de «fi —i] est Ly^'y dans le déve- 
loppement de ttf y — I j , il est égal à A*j^, et ainsi de suite; on aura 

donc, en repassant des fonctions génératrices aux variables corres- 
pondantes, 

yx^i=yx^i^yx-\' -i— -i A»/, .4- -^ — ^^ '~b}y^ 



• • • • 



QEupres de L, — X. 
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Cette équation, ayant lieu quel que soit i\ servira à interpoler les 
suites dont les différences des termes vont en décroissant. 

Toutes les manières de développer la puissance -7 donneront autant 

de méthodes différentes pour interpoler les suites; soit» par exemple» 



I a 

7 = '-^?; 



en développant T7> suivant les puissances de a» au moyen du beau théo- 
rème de M. de la Grange {voir les Mémoires de l'Académie, année 1777, 
page ii5), on trouvera facilement 



?="[ 



i(i-4-2r — 1) , 1(1 -»- 3r — i) (i-+- 3r — q) _ 

i-f- 1 a -H -^ «• -f- -^^ -^ «» 

1.3 i.a.3 



H 5—7 — or 

1.2.3.4 



• • • I • 



Maintenant, a étant égal ^f(j^i\ le coefficient de /* dans le déve- 
loppement de ufx est, par l'article précédent, Aja?-i-; ce même coeffi- 
cient dans le développement de wa^ est A*j^.,;., et ainsi de suite. On 
aura donc 






Sr 



1(1 -4- 4r — iXi-h^r — a)(t -4-4r — 3) 
-h 1.2.3.4 û^x_,, + .... 



IV. 



Voici présentement une méthode générale d'interpolation qui a 
l'avantage de s'appliquer, non seulement aux suites dont les diffé- 
rences des termes finissent par être nulles, mais encore aux suites 
dont la dernière raison des termes est celle d'une suite récurrente 
quelconque. 
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Supposons d'abord que l'on ait 



a-)"=" 



et cherchons la valeur de -7 en 5. 
Il est clair que ^t ^^^ ^S^^ ^^ coefficient de 6' dans le développement 

de la fraction 7; si l'on multiplie le numérateur et le dénomina- 

I — 
e 

teur de cette fraction par i — 6/, on aura celle-ci ^"" 



L'équation 



(!-.)•=. 



^ ( 7 — I ) = c donne - -4- / = a -1- s, 



ce qui change la fraction précédente dans la suivante . ^Q\t^ ,^ > ^^ 
on a 

I I z9 5«9« z*e^ 



D'ailleurs, le coefficient de O*" dans le développement de . _g., est 

égal a ^ ,^^ » pourvu que 1 on suppose 6 = après les 

difTérentiations, ce qui donne ^^^"^"'n^'^^)'"^^'^^ — O pQur ^^ ^oef- 
ficient; d'où il suit que le coefficient de 6' est : i** i -+- 1 dans le déve- 
loppement de ^Q\t l 2® — — ^—^ ' dans le développement de 

ïrrëy' 3° <'-')'('+jy+^'')('-^^> dans le développement de ^^., 
et ainsi du reste. Donc, si l'on nomme Z le coefficient de 6' dans le 
développement de la fraction r-zr^rziTTi' ^" ^^^^ 

7 - / a. , -u *(lH-l)(l + a) (|„i)|(| + ,)(| + 2)(i4-3) ^, 

1.2.3 i.a.d.4*^ 

(,--a)(t-i)t(i + i)(t + a)(i->-3)(.-H4) . ^ 

1.3.3.4.^.0.7 
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ou 



• 



L- 



I -r 
(/ - 



i.a.3 ' 1.3.3. 4-5 

- I ) \(i ~ ■)'- il [(/-^ I)'- 41 [rt-^- ■)'-9] ., 

.4.0.0.7 



Si Ton nomme ensuite Z' le coefficient de 6' dans le développement 
de _ . ,_ --.^ on aura Z', en changeant, dans Z, 1 en 1 — i, ce qui 
donne 



f.a.3 1.3.3.4.5 1.3.3.4-5.6.7 



On aura ainsi Z — /Z' pour le coefficient de 6' dans le développement 



i^Ot 



de la fraction r-^TTr^TTS' ^^ ^Q^^9 par conséquent, l'expression de 
■pi partant 

Cela posé, le coefficient de /* dans p est jx+i; ce même coefficient, 

dans un terme quelconque de i/Z, tel que Kuz*" ou, ce qui revient au 

même, KiWlj -.- 1 j est, par l'article II, égal à KA^'^/x-rî dans un 

terme quelconque de utZ\ tel que Kulz'', ce coefficient est KA^'y<p_^«, . 
On aura donc, en repassant des fonctions génératrices aux variables 
correspondantes, 

(i ^-i)[(i-t-0«-,][(i-t-,)«- 4] .., 

■^ 1.3.3.4.5 û 7,,_, -r- . . . 



— ^yx-i 



4 



1 .3.3 



AVx-. 



_ /(|-«^i)(i'«-4) ^^ 

I .3.3.4.5 



A*yx-r 



On peut varier encore la forme précédente deyai^,; pour cela, soit 
Z" ce que devient Z' lorsqu'on y change 1 en 1 — i et, par conséquent. 
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ce que devient Z lorsqu'on y change i en i — 2 ; Téquation j^ = Z — /Z' 

I I Z' 

donnera -737 = Z'— tZ", partant -^ = — — Z". En ajoutant ces deux 

valeurs de -7 et prenant la moitié de leur somme on aura, 



or on a 



-Z — 2"= - I-+-H 5 54-... 

a 2 2 L * '^'^ J 

I f . _ (l-2)(/-l)l _ 1 

""ir""'"^ — nrs — ^^"' 

_ »•» ^ «•'(<••- 1) .. t-'(t'-i)(t«- 4) , 
i.a 1.3.3.4 1.3.3. 4. 5.0 

partant 

"• 1.3.3.4.5.6 ' V^""/ "^ 'J 

d'où Ton conclut, par l'article II, en repassant des fonctions généra- 
trices aux variables correspondantes, 

1 1 ji ( /t , ) 

1.3.3.4.5.6 '*^'-»^ ••• 

• • •* 



J (jt_,)(,i_4) 

+ ô . . ^ /. ■; ^•(j'x-, + rx-.) + • • • • 



2 I .2.3.4*5 



Cette formule revient à celle que Newton a donnée dans Topuscule 



r» 
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intitulé Met/uxiusdifferenlialis, pour interpoler entre an nombre impair 
Af, quantité!» équidii^tantes; dans ce cas, r^ désigne la quantité du 
milieu et i est b distance de cette quantité à celle que Ton cherche* 
qui* par conséquent, est^^^, Tunité étant supposée Tintenralle com- 
mun de?^ quantités données. 

En diflerentiant aux différences unies la formule précédente par 
rapfKirl â i, on aura 



r^^<-| — /-r-i— --^(J*-^/*-!)^ — — -A'(rx-l^.>'x-l 



1.3 2 



) 






(ai — i)(i -f-2) (1 H- i)i7i — i) I . ^ 



Soient j';,., -- y^ = y'^ et 1= ' --, 



on aura 



t 



*'— I I 



= - (7; + r;-) + xx i ^*^^'-' "^ -^'-«^ 



(<«-■)(<*- 9) I 

a. 4.6.8 a*» ^.r*-»^-r*-.J-t-■ 



5(5»-l)(5«-9) 

^ 24.6.8.10 ^'-» 



Cotte formule revient à celle que Newton a donnée dans Topuscule 
cité, pour interpoler entre un nombre pair de quantités équidistantes; 

y^ exprime la seconde des deux quantités moyennes, et -^^ exprime 

sa distance à celle que Ton cherche et qui, par conséquent, est 
y' _ , l'unité représentant l'intervalle commun des quantités don- 



X ♦- ~- 



1 



nées. 
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V. 



Supposons généralement 



. ^ h c e 

{a) ^^a-^-^--^j^ 



r-» tn 



on aura 

I z — a b c p 

ce qui donne 

1 z — a b c p 

in-^ï — ql glt gli gin > 

en éliminant ^ du second membre de cette équation, au moyen de la 
proposée (a), on aura 

1 p(z — a) pb-^q{z — a) 



i»-^» q^ qU 

Cette expression de —^ ne renferme que des puissances de y d'un 

ordre inférieur à /i, et, en continuant d'éliminer ainsi la puissance — > 
à mesure qu'elle se présente, il est clair que l'on arrivera à une expres- 
sion de -7> qui ne renfermera que des puissances - moindres que /i, et 
qui, par conséquent, aura cette forme 

Z, Z^*K Z^^\ . . . , Z^""*^ étant des fonctions rationnelles et entières de s, 
dont la première ne surpasse pas le degré -^ la deuxième ne surpasse 

• ■ 

pas le degré i, la troisième le degré 2, et ainsi du reste. 

Cette manière de déterminer -^ est très pénible lorsque 1 est un peu 

considérable; elle conduirait d'ailleurs difficilement à l'expression 
générale de cette quantité; on pourra y parvenir directement par la 
méthode suivante. 



M 



mtmottit §tK LE$ §riTC& 



- ^^L^nA é:^ ^ t) ^>i^HBK''k^rttt ^ V ^boH^ le 4*-RiUff«»efll 4e lu irwti«s 



Vil m^^kùfiyfn ie ii«Bt»T«t!:?iir et le 



^«ttririr' 



Uvu }^f 






H. ^^ MilHtiUunt daa»% le asflhémtnr as lies de r 



sk lalesr 



ijy 



h 



r 



. hu aom 



V / ^ 5P 5^ . 



■> 



f>r umukr^U:nr an t-MUt (nt:ium est diTÎsîble par i — -; on peut donc, 
en (kî^ui b 4iû%iou^ la mettre »oas celte forme 













My 



in i 



aO" i' //O'* * -4- c^''''*-f' e^*"*-!- 



/.(i 



7 — xS» 



L;^ n^i;hi5rchr5 ilii coefficient île 0' dans le développement de cette frac- 
lion Me riuUiil ainni Si déterminer, quel que soit r, le coefficient de d'' 
danM le développement de la fraction 



p 

Pour cela, conHidérons généralement la fraction tt» P et Q étant des 

lonrtionH rationnelIeH et enliercrt de 0, la première étant d'un ordre 
inférieur k celui do la Hcconde. Supposons que Q ait un facteur 6 — a 
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élevé a la puissance s et faisons Q = (0 — ayR; on peut toujours, 

comme Ton sait, décomposer la fraction q en deux autres ^___ -+- ^> 

A et B étant des fonctions rationnelles et entières de 0, la première de 
Tordre 5 — i et la seconde d'un ordre inférieur à celui de R; on aura 
donc 

A B _ P 

ce qui donne 

P _ B(0 — aV 
R R 

Si Ton considère A, B, P et R comme des fonctions rationnelles et 
entières de — a, A sera une fonction de Tordre ^ — i et, par consé- 
quent, il sera égal au développement de g dans une suite ordonnée 

par rapport aux puissances de 6 — a, pourvu que Ton s'arrête à la 

puissance ^ - - 1 . 

Soit donc 

p 

on aura 



en rejetant les puissances positives ou nulles de 6 — a; ^^ sera 
par conséquent égal au coefficient de t^~* dans le développement de 

e — oL'-t 

Or, si Ton nomme P' et R' ce que deviennent P et R lorsqu'on y 
change 6 — a en /, ou, ce qui revient au m,ème, 6 en / -f- a, on aura 

P' 

A 

partant, ^_ sera égal au coefficient de i' * dans le développement 

OEuvres de L. — \, 3 
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^^ H' ^ — ~"r ' ^^' P^** conséquent, il sera égal à 

I à'-' P' 



1.2.3. ..u — i) ai'-* H\^— a — i) 

pourvu que Ton suppose / — o après les diflerentialions. Maintenant, 

p/ P' 
le coefficient de 0'' dans îtt-t étant égal à — j^, ——. > ce 

même coefficient dans ^ — ;— , jrz -. — - sera 

i ,2.6. . .(s — i) ôt*^^ K(a — 7— /; 
I à"' P' 



1.2.3. . .(5 — ij ai* * H'(3t-+- /)''"* 



/ étant supposé nul après les diflerentialions. Cette dernière quantité 

sera donc le coefficient de 6'' dans le développement de ^ J_ '^ or, si 

Ton restitue, dans P' et R', 6 — a au lieu de /, ce qui les change en P 
et R, on aura 



^i-\ p^ ^i-i 



pourvu que l'on suppose 6 — a, après les ditTérentiations dans le 

second membre de cette équation ; 7— ^^ 37-—, ztkz—^ sera 

donc, aveecette condition, le coefficient de 0^ dans le développement 

de la fraction -> 

Il suit de là que, si Ton suppose 

Q^a(9-«)'(9--a')''(9-a')''.... 

le coefficient de O'' dans le développement de la fraction rr sera 

I d'-» P 



1.2. 3... (5 — 1) ôB*'^ aê'-^^(6-~<x'y (O — ol'Y'...' 

1 d'-' P 

i.2.3...(5'~i)d6"'-» aO'-^'id- cxyCO-â'Y'...' 

1 à''-' P 

i.2.3...(5''-i)i/Ô'''-> a0'-^«(Ô~- a)' (0- a')'...' 
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en faisant, après la différentiation, 6 = a dans le premier terme, 
= a' dans le second terme, 6 -- a" dans le troisième terme, et ainsi 
de suite. Gela posé, soit 

V = aô'» -h 60"-» -h c^^-'-h . . . -+- /?0 4- ^, 

et supposons que, en mettant cette quantité sous la forme d'un pro- 
duit, on ait 

V = a(9 — a)(0 — a')(9 — a")...; 

en développant la fraction y^Tg^i dans une suite ordonnée par rap- 
port aux puissances de s, on aura 

y "*~ yt" "* yâ ' y» ^" • • • » 

et le coefficient de 6''dans le développement de la fraction t^ sera, par 
ce qui précède, égal à 



I 



1.2.3. ..(* — i)flr' ôô*"^ 



ô'-^'l^— 3e)*(9~a')'.. . \, 



0''-^»('9 — a)'(9 — a' )•*... 



pourvu que, après les différentiations, on suppose 6 = a dans le pre- 
mier terme, 6 = a' dans le second terme, = a" dans le troisième 
terme, etc. Soit ZJf"*^ce que devient alors cette quantité, le coefficient 

de 0' dans le développement de la fraction ^ _ ^q,, sera 

on aura donc, pour le coefficient de 9' dans le développement de la 



M «EVOIBE $rB LE^ SriTE^. 

' T /^Z ^..^«'•Z ,,. -4x=Z = .,. -4x»Z! ^.- 

— <z;^. — <^z .^.— cx-z:,..^ — <'x•zi^^.- 
— eZ» ^€zZ ^es'T' ^rs*Z* - 



■I • -^ 1 - _ ^7 • ^ezT -^ez'T' — ^^Z * 

/M -• » 



^ ^*j-, f Z/.,,s — 7-Ziiim.i ^ 7*'Z*-»«*i ^ - - '- 



PréMrotemeDU si Ton désigne par \y, la quantité 



avj, — ^ jx^, — c r,^t — ... — ^.^x-. : 



par Vy^ b quantité 



par ^*yx 'a quantité 

#;t ainsi de suite, il est visible, par Tarticle If, que le coefficient de i' 

dans le développement de -^ sera V'j^^; en multipliant donc Téqua- 

tion précédente par 1/, et en ne considérant dans chaque terme que le 
coefficient de i^^ c'est-à-dire en repassant des fonctions génératrices 
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aux variables correspondantes, on aura 

yr^i = . y A bl?-\, . + cZllU. -4- eZllU, + . . . + çZi") 
+ Vy,(6Zii'.„+.-t- cZil',„,,+ eZiiU.,+ • • • + qZ'i^n) 
+ V«7,(6Zi.iU.,+ cZîr.„,,+ eZi.!i„„+...+ yZiV,„) 



+ /x*. (cZ}»',,, + eZi'U, + + ?Z<«', ) 

(B) ( +yr,^,(cZ5i',„..+ «Z}'.U«-H + 9Zl.i',_,) 



+ Jx^«(eZ;.îU + + ql\i\) 

-+- V7*+,(eZjiu*.+ -t- ^z^L',_.) 



Cette formule servira à interpoler les suites dont la dernière raison 
des termes est celle d'une suite récurrente; car il est clair que, dans 
ce cas, Vyx, ^^y^* ^*/a. • • • iront toujours en diminuant et finiront 
par être nuls dans l'infini. 

Si l'une de ces quantités est nulle, par exemple si l'on a Vyj.= o, 
la formule précédente donnera l'expression générale de y^ qui satis- 
fait à cette équation. Pour le faire voir, supposons d'abord Vv/=o, 
ou, ce qui revient au même, 

si l'on fait dans ce cas x = o dans la formule précédente, elle de- 
viendra 

yf= 7,(6ZJ»J,„ + cZ<«_U, -h éZi»'„^, -H ... H- qW' ) 

+r. (<^Z'/-W. + «z'/'-'„., + •• + qm) 

+r.(«zn+, + +qi?-\) 



+ qy„-iZ'iVn^,. 
y», y,, y», ...,y„_, sont les n premières valeurs de y,; ce sont les 



I 

f- 
■I 
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n constantes arbitraires que Tintégration de Féquation Vj,r^ o intro- 
duit. 

Si Ton a V*j^/— o, la formule générale (B) donnera, en y suppo- 
sant encore a? = o, 

-^ Vj, rcZl.l>3„,, ^ -f- ^ZilU,) 

-h 

Xo» ^Jo' Ji» ^Jm •••» J/i-i» ^Jn-ï étant les 2/1 constantes arbitraires 
qu'introduit l'intégration de l'équation V^j,= o. On aurait de la 
même manière la valeur de j/, dans le cas de V'j, = o, V*j, -• o, ...» 
et l'on voit ainsi l'analogie qui existe entre l'interpolation des suites 
et l'intégration des équations linéaires aux diflerences finies. 

VI. 

Soit jj, " j^-h j^, et supposons que a' soit la fonction génératrice 
de y'j., et u' celle de j^; on aura 

Soit encore tfz' ~ X ou m"— -; si l'on désigne par X^^/le coefficient 
de t-^"' dans le développement de X, on aura, par l'article II, 

présentement, on a 

I _ f"' 

Or le coefficient de /•^*"', dans le développement du second membre de 
cette équation, est égal à celui de 0'^' "* dans le développement de 

(Ô^ ^bQ--' + cQ--^-^,.,^qf ^*' P^^ rarticlc précédent, ce dernier 



LU 
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coefficient est égal à ZJ^;/.^,,,; donc le coefficient de t^^\ dans le déve- 
loppement de — » sera 

rintégrale étant prise relativement à r et depuis r=o jusqu^à 
r=a;-+-i — /w; cette intégrale sera l'expression de jV. 

Dans le cas présent, il est facile de la réduire à des intégrales rela- 
tives à «, car il résulte de l'expression que nous avons donnée de Z|'"*^ 
dans l'article précédent, que celle de Z^'^/_\,, , est réductible à des 
termes de cette forme KS^r^, en sorte que le terme correspondant de 
ZXrTj;:;l\,_^ sera KS6Vï*X^. K étant fonction dcx-hi- ns; or, si l'on 
désigne par la caractéristique 1/ l'intégrale relative à i, on aura 



■«*» 



pourvu que l'on termine l'intégrale relative à r, lorsque r égale 
x-hi — ns; on réduira ainsi l'intégrale SX;.Z^'~/_',„_^ à des intégrales 
uniquement relatives à la variable i. Cela posé, si dans la formule (B) 
on fait £c = o et V'yt — o, elle donnera 

r.(6Z|"-'„+,-i-cZ5«J„^, + ... + 7Zi» ) I 

\ + V'-' ro ( 6Zi'-,'„V, + cZiiV,V, + • • . + y Z'/JiV.» ) ! 

( + V*-'7. (CZJ--;!., + + q7.f-'n\n-ô 



J'o» v^o • • •'' J'o» y s* \Xi • • • V j'i, . . . , yn--\^ XX/i—i • • •'' yn—\ Gtant 
les $n arbitraires de l'intégrale de l'équation 

V j^ —o ou V'^; -f- V' j; =z o ; 

or, V';kJ étant égal à X„ cette équation devient 
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On aura donc, par la formule précédente, Tintégrale de toutes les 
équations linéaires aux difTérences finies dont les coefficients sont 
constants, dans le cas où elles ont un dernier terme qui est fonction 
de «. 

VII. 

On peut donner à l'expression de ^ une infinité d'autres formes 

parmi lesquelles il s'en trouve qui peuvent être utiles dans plusieurs 
cas. Voici comment on peut y parvenir. 

Pour cela, supposons que, au lieu de donner, comme ci-dessus, à ^ 
cette forme 






on lui donne celle-ci 

;.=z+(7-')z"'-^(7-)'^'"^---^G-r'^"""' 

la question se réduit à déterminer Z, Z *\ T}^\ 

On mettra d'abord l'équation 

h c P Q 

' = ''-^ i^T'^'-^T^-^t- 
sovis cette forme 

, = a'+6'(i-.)+c'(i -.)' + . .. + /,'(^-.)'"' + ^'(-;-.)". 

et l'on aura 

a =: a' — b' -{- c' — , , ,z^ p' ±: q\ 



les signes supérieurs ayant lieu si n est pair et les signes inférieurs si 
n est impair. On multipliera ensuite, comme précédemment, le numé- 
rateur et le dénominateur de la fraction ^ par 

I — 

en observant de substituer dans le numérateur : i"" au lieu de z. 



a'+6'0-,)+c'(i-,)V...; 
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2° au lieu de aô" + 66"-* + cô""* + . . . la quantité 

ô.[a'+6'('_,)-Hc'('-.)'+...]'. 

Si de plus on fait, pour abréger, - — i = -7, on aura 

6'e— (.-ô-|) + c'ô»-«[(i-e)»-|^]+...+<7[(i-6)"-|^] 



or on a 






En divisant donc le numérateur de la fraction précédente par cette 
quantité, elle se réduira à celle-ci 

+ 7 [(I « 9)"-» -h (I - O)»-» ^ 4- (I - 0)-» 1^ -+-. . .] 
a0"4-^Ô'»-«4-c6''»-*4-./.4-/>Ô4-7 — 5 0*» 

ou, ce qui revient au même, à 

6'ô«-»4-c'0«-»(i~i)4-e'e«-Vi-iy-^...4-7^''"*(^-i^ 1 



c 



??h - Ks-n 



qe^ 



-I 



p'/l-l 



aô'»4- ^6"»-»4-c0'»->4-...4-/?0 4-7 — ^ô** 

De là il est facile de conclure que, si l'on conserve à Z^'~*^ la même 
signification que nous lui avons donnée dans l'article V et que l'on 
considère que, en désignant par y,- le coefficient de 0' dans le dévelop- 
pement d'une fonction quelconque de 0, ce même coefficient dans h» 

OEupret de L, — X. 4 



à 
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f 



!• 



f 



développement de cette fonction multipliée par (^ — i) sera, [ 
l'article II, A»*^/; on aura 



I 



i,'7(o) 



/»'• A7(«) 






(h') 



y A— Zi'U. + y = A— Zii'.,^, H- <73» A— Zii>„^, 

U S 

''•1+ j 



Présentement, il est visible, par l'article II, que le coefficient de 

dans le développement de la fonction ^ est A^^'y^i l'équation pi 

cédente donnera donc, en la multipliant par u et en repassant ci 
fonctions génératrices aux variables correspondantes, 

^A— ZilU, 

7A»-'ZiiU 
7A»-'ZiîU 



yx^i= J'x(ft'Zi'U. +c'AZi»U. -+-e'A»ZilU. 

+ yr,(6'ZSi'„„+ c'AZli'.,,. + e' A'ZJ1',„, + . 



A/x(c'ZiiU. + «' AZiiU, + -+-7 A— ZilU, 

AV7,(c'ZUUm + e'AZii>,„, -+- + y A— ZJiU* 

AVVx(c'Zil'„.. 4- e' AZ5!U^, + + q A—ZJIU. 

AV.(*'Z'/-Ui + + g A»-»Ziî>.^. 

A» Vj, (e' Z;i.),„^, + + 7 A»-' Zil'„+ 

+ ^ZJ'U. A— 7x-t- 7ZiV„>. A— Vj^^^ yZii',,^, A— V«r,+. . . . 
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VIII. 

Supposons, dans la formule précédente, x et i infiniment grands, de 
manière que Ton ait 

l =r -r-î- et X:=L 



y^i deviendra une fonction de xs-^x^, que nous désignerons par 
9(11-1-0:1). Supposons de plus 

Téquation 

donnera, pour 0, n racines de cette forme 

ce seront les quantités que nous avons nommées a, a', a", . . . dans 
l'expression de Zjf~'' de l'article V, et les valeurs de/,/, ./j, . . . seront 
données par les n racines de l'équation 

Maintenant, si Ton fait = i -i- hdx^^ on aura 



le logarithme hyperbolique de cette dernière quantité est 

— ilog(H- Ac/j^t) =— ihdxx-=i— hxx^ 

d'où Ton tire ^ =c""**i, e étant ici le nombre dont le logarithme hyper- 
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bolique est Tunité; on a d'ailleurs 

et cette valeur de a se réduit au terme dt ^j, parce qu'il est infini- 
ment plus grand que les autres; l'expression de ZJf"'^ de l'article V 
donnera donc, en y changeant r en i — i. 






1.1.3. ..(5 — 1) (it^i)' dh*-^ 



e-'^'t 



(A __/,.(/, _/^).... 



la différence <^"* étant prise en ne faisant varier que h et en substi- 
tuant, après les différentiations,/au lieu de h dans le premier terme, 
/, au lieu de h dans le second terme, et ainsi de suite. Nommons 
X^'~'^r/jr, la quantité précédente, nous aurons, a l'infiniment petit 
près, 

d'ailleurs on a jx= ?(^)t ^^ 1^ caractéristique A des différences finies 
doit se changer ici dans la caractéristique à des différences infiniment 
petites, en sorte que l'équation 

ou, oc qui revient au même, celle-ci 



^■'■'=''*^^^y'^-si\^'y'^ 



devient, en y changeant <ir, en ^o, 

- . df^i^) rf*9(ro) rf*9(w) <f"Q(©) 



I 
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Texpression de y,-*-!, trouvée dans l*article précédent, deviendra donc 



9(lîy-Hir,)= ?(w)^/'tX<«>4-C,-^^ -4-e, 



(C) 



\ 






V<p(Tn)^^,X(')4-C,^ 



V«9(Tn)(6,XC«)^c,^ 



rf«X('> 






...) 
...) 
...) 






X«" + e, 






X<»> + et 



dxx 

d\(*> 
djCf 

rfX<«' 
dxi 



■■) 



-h 



^:^)(..x<..-^...> 



e/cT 



^!^(..X<n4-...) 



Cette formule servira k interpoler les suites, dont la dernière raison 

des termes est celle d'une équation linéaire aux différences infiniment 

petites dont les coetfîcients sont constants. 
Si l'on a 

V 9(nj) = a, 9(©) + 6, -^^ » 



un aura 



et 



V9(bi)=: 









; I 

r 

: I 
i 



.10 
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rexpressioo de X''~'' devient, dans ce cas particulier* 



1 1 



I.2.3...(*— l)^ 



x'-'e-'^'.; 



on aura donc 



9(ci -+-ar,) = e-/«»-/'.|<r/='9(isj) H- ^ 



Xi €/[e>^9(w)] xj rf'[g/«^9(p)] 



<fe 



^J 1.2 dwf* 



En supposant 6^ = i et/= o, par conséquent a, = o, on aura la for- 
mule connue de Taylor. 

F^a formule (C) se terminera toutes les fois que Ton aura V'ç(o) = o; 
si, par exemple, V?(cf) = o, on aura 



€«<•> 



9(nj -4- xi) zz: o(ci) r^jX^^î H- c, -^ 



Ht 



dx 






do(w)( -,,., €/X<»> £/«-«Xf*>\ 



! : 



ce sera Tintégrale de Téquation o = Vç(cf -f-ar,) ou, ce qui revient 
au même, de celle-ci 






^« 



d'^ 9(cy-f- j?|) 

5^7 



?(nr), 



dc^(xa) d*<^{x3) 



rf«-»(w) . 



c/cj dxn* ' "^BJ'» 



rr étant les n constantes arbitraires 



que rintégration introduit. On aura, par la même formule, les inté- 
grales des équations 



V-9(cj-+-a:j) = 0, V 9(BT-+-a:,) =0, 



Si Ton fait 



9(cj -+- xi) ^^, Xi -h/jx, 



et que Ton suppose V'/a^r, = V, V étant une fonction donnée de a:,, 
on trouvera facilement, par l'article VI, que si Ton change, dans Tex- 
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pression de X^'"'*^ a?, en u +aT, — r et, dans V, ar, en r — u, et que Ton 
nomme R ce que devient la première de ces deux quantités et S ce 
que devient la seconde, on aura y^^i = f^^dr, l'intégrale étant prise 
depuis r = o jusqu'à r = u -f- a?, ; si Ton suppose, de plus, dans la for- 
mule (C), V'ç(ct -f- a?, ) = o, elle donnera 

y,;r,4-/RSrfr=/oU,X(oî4-c,^4-...j 



+ . 

V('-'>(^^)(c,X<'-" + ...) 



/o, -^y/'-y V/o» ^(^)* '•• étant les j/i constantes arbitraires de l'in- 
tégrale de Téquation 

la formule précédente servira donc à intégrer toutes les équations 
linéaires aux différences infiniment petites, dont les coefficients sont 
constants, lorsqu'elles ont un dernier terme qui est fonction de a;, 
seul. 
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IX. 
De la transformation des suites. 

On voit, par ce qui précède, avec quelle facilité toute la théorie des 
suites récurrentes découle de la considération des fonctions généra- 
trices; cette considération peut servir encore à transformer, d'une 
manière plus générale et plus simple que par les méthodes connues, 
une suite dans une autre dont les termes suivent une loi donnée. 

Pour cela, considérons la suite 

et nommons, comme ci*dessus, u la somme de la série 

il est visible que le coefficient de /*, dans le développement de. la frac- 
lion — — » sera égal à la somme de la suite proposée (Y)f depuis le 

terme ja? jusqu'à l'infini ; or, si l'on multiplie le numérateur et le déno- 
minateur de cette fraction par 

i. ( b c e \ 

le numérateur sera divisible par i — j et le quotient de la division 

m 



sera 



u\ ^4-c-He-i-...-f-j(c-f-e-f-...)-H2;(e 4-. ..)-+-•• b 



donc, si l'on fait, pour abréger, 

a-^- b ->t- c -i-e4-...~K, 





b c e 


on aura 




u u 


b-\-c-\-e-^., ,-\- -(c 


I "~K z 


1 

t 
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en développant le second membre de cette équation par rapport aux 
puissances de s, on aura 

ïiU4-c-i-e-4-...-*-i(c-4-e-h...)-^ ^(e-+-...)-+--- (k "*" S* "^ R» "^K* '^" 7 

Maintenant, le coefficient de t't dans un terme quelconque tel que 
—y est, parTarticle II, égal à Vy^^^l ce coefficient sera donc, dans 
la quantité précédente, égal à 



ià 






ce sera la valeur de la suite proposée (y) depuis le terme ja? jusqu'à 
Tinfini. 

Si Ton fait a? = o, on aura une nouvelle suite égale à la proposée, 
mais dont les termes suivront une autre loi; et, si les quantités Vy^, 
V'^a?» ••• vont en décroissant, cette nouvelle suite sera convergente; 
elle se terminera toutes les fois que Ton aura Vya.= o^ ce qui aura 
lieu lorsque la suite proposée sera récurrente ; on aura donc de cette 
manière la somme des séries récurrentes. 

La transformation des suites se réduit à déterminer l'intégrale £/^, 
prise depuis x = o jusqu'à a? = oo, et toutes les manières d'exprimer 
cette intégrale donneront autant de transformées différentes; ce qui 
consiste, par ce qui précède, à déterminer le coefficient de t^ dans le 

développement de Pour cela, soit généralement z une fonction 



I — 
t 



quelconque de jf et nommons Vy^, le coefficient de /* dans us; les 

coefficients de /* dans ms*, uz*, uz\ . . . seront V^j^r» V'^a?» V* Va?» 

Cela posé, on multipliera le numérateur et le dénominateur de la frac- 

OEuvret de Z. — X. ^ 



I 
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tion ~^- par K — «, et Ton prendra K de manière qu'il soit égal à 5, 



'-7 



lorsqu*on fait / égal à i dans cette dernière quantité; K — z sera ainsi 

divisible par 1 — j- Soit y-»-^^ — '"^"^^"*"-" '® quotient de la 
division; on aura 



"1 "" T v'^K'^K«"^K»"^"7 



I — 

t 



aulllf £ i! il ^ 



ce qui donne, en repassant des fonctions génératrices à leurs variables 
correspondantes, 

^'~ K "^ K« ■ K» 

-r- ST 



K» 



l'intégrale £v, étant prise depuis y^ jusqu'à y^; et, si Ton fait dans 
l'équation précédente j? = o, on aura une nouvelle suite égale à la 
proposée et qui sera, par conséquent, sa transformée. 

X. 

■ 

Théoréines sur le développement des fonctions et de leurs différences 

en séries. 

En appliquant à des cas particuliers les résultats que nous avons 
donnés dans Tarticle II, on aura une infinité de théorèmes sur le déve- 
loppement de fonctions en suites; nous allons présenter ici les plus 
remarquables. 
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On a généralement 

or il est clair que le coefficient de /*, dans le premier membre de cette 
équation, est la diff^érence w'*"* de j^, x variant de i ; car ce coefficient 

dans «f ^ — I j est ja.^1 — j'ar ou 'A/^r» en désignant par la caractéris- 
tique ^A les différences finies, lorsque x varie de la quantité i; d*où il 
est aisé de conclure que ce même coefficient dans le développement do 

m(^ — I j est 'A"jar- D'ailleurs, si Ton développe "(^"^7~0""M 
suivant les puissances de y — i, les coefficients de t' dans les déve- 

loppements de ul^ — iJ,m(j— ij, mQ — ij, ... seront, par Tar- 
ticle II, Aja?» A^J"*» A*/-p, ...; en sorte que ce coefficient dans 
MNi-t-^— ij — I sera [(i -f- AX«)' "" 0"» poiirvu que, dans le dé- 

feloppement de cette quantité, on applique à la caractéristique A les 
exposants des puissances de A/^, et qu'ainsi, au lieu d'une puissance 
quelconque (A7a?)'"f on écrive A'"ja?; on aura donc 

Si l'on désigne par la caractéristique *£ l'intégrale finie lorsque x 
varie de «, ^H^yx sera visiblement égal, par l'article II, au coefficient 

de /* dans le développement de la fonction "(^ — ï) » on faisant 

abstraction ici des constantes arbitraires que l'intégration doit intro- 
duire ; or on a 

"(?-'r="[('""0'-'P 

de plus, le coefficient de /* dans "(7 — 1) ost, quel que soit m, 
2*"^^^, en faisant abstraction des constantes arbitraires, et ce coeffi- 
cient dans "(7 — 1) ost M^y^\ on aura donc, en faisant toujours 
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abstraction des constantes arbitraires, 

% 

pourvu que, dans le développement du second membre de cette équa- 
tion, on applique à la caractéristique A les exposants des puissances 
de ày^g et que Ton change les différences négatives en intégrales; et, 
comme, dans ce développement, l'intégrale 2"^^? se rencontre, et que 

cette intégrale peut être censée renfermer n constantes arbitraires, 
l'équation (2) est encore vraie en ayant égard aux constantes arbi- 
traires. 

On peut observer ici que cette équation se déduit de Téquation (1), 
en y faisant n négatif et en y changeant les différences négatives en 
intégrales, c'est-à-dire en écrivant ^H'y^^n lieu de ^Sr'^yx et H^yg au 
lieu de ^r'^y^. 

Les équations (i) et (2) auraient également lieu si a?, au lieu de 
varier de l'unité dans Ay,, y variait d'une quantité quelconque ts; 
mais alors la variation de x dans *4x«, au lieu d'être i, serait m. En 

effet, il est clair que, si dans^^ on fait a? = — > a?, variera de tj lorsque 

X variera de l'unité; Ayg. se changera ainsi dans Ay^^, la variation de 
x^ étant a, et ^Ay^ se changera dans *Ay^,, la variation de a?, étant m. 
Cela posé, si l'on suppose dans ces équations que la variation de x est 
infiniment petite et égale à dx dans A/^, cette différence se changera 
dans la différentielle infiniment petite dy^.; si, de plus, on fait i infini 
et idx= a, a étant une quantité finie, la variation de x dans ^Aj^ 
sera a. On aura donc 

or on a 

log(i -f- dy^y^i « log(i -+- dy^) — idy^z=i idœ-^ = a -^, 

ce qui donne 
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e étant le nombre dont le logarithme hyperbolique est l'unité ; donc 



'A»j'x=(«?"^-i) , 



(3) 

I 



(4) '2-J',= 



(e"^^'-.)" 



en ayant soin d'appliquer à la caractéristique d les exposants des puis- 
sances de dy„ et de changer les différences négatives en intégrales. 

Si, dans les équations (i) et (2), on suppose encore i infiniment 
petit et égal à dx^ on aura 

On a d'ailleurs 

(1 -f- A/,y= e^»o«(»+Ay*)=: I -+- dx log(i '4- A7,); 

ces équations deviendront ainsi 

(5) ^ = [«og(i + A7,)r, 

(6) j'^y^dx^^ 



[Iog(i4-A/,)| 



On peut remarquer ici une analogie singulière entre les puissances 
positives et les différences; Téquation 

*Ar«=(«-+-Ar*)'— ï 

a encore lieu en élevant ses deux membres k la puissance /i, pourvu 
que Ton applique aux caractéristiques A et ^A les puissances de b^y^, et 
de ^^yx^ car il est clair que dans ce cas on aura l'équation (i). 

La même analogie subsiste entre les puissances négatives et les in- 
tégrales, et l'équation précédente a lieu encore en élevant ses deux 
membres à la puissance — /i, pourvu que Ton change en intégrales du 
mènie ordre les puissances négatives de b^y^, et de *Ay^; on formera 
ainsi l'équation (2). 
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Il en est de même de l'équation 

^^yx — e *'••— i; 



en élevant ses deux membres aux puissances /i et — /i, elle sera encore 
vraie et se changera dans les équations (3) et (4)f pourvu que Ton 
change les puissances positives de *Ajar et de dy^ en différences du 
même ordre, et les puissances négatives en intégrales du même ordre. 
On voit, au reste, que ces analogies tiennent à ce que les produits de 
la fonction u, génératrice de j^, par les puissances successives de 

^ — I, sont les fonctions génératrices des différences finies successives 

de y g., tandis que les quotients de u par ces mêmes puissances sont les 
fonctions génératrices des intégrales finies de jj.- 

XI. 

Les formules précédentes ne peuvent être d'usage que dans le cas 
oii les différences finies et infiniment petites de y^ vont en décrois- 
sant; mais il y a une infinité de cas dans lesquels cela n'a pas lieu et 
où il est cependant utile d'avoir Tcxpression des différences et des 
intégrales en séries convergentes; le plus simple de tous est celui 
dans lequel les termes d'une série, dont les différences sont conver- 
gentes, sont multipliés par les termes d'une progression géomé- 
trique : nous allons nous en occuper d'abord. 

Le terme général des suites ainsi formées peut être représenté par 
h'y^, y„ étant le terme général d'une suite dont les différences sont 
convergentes. Cela posé, nommons u la somme de la suite infinie 

on a 

Le coefficient de /', dans le premier membre de cette équation, est la 
différence finie /i'^™* de h'yx^ ^ variant de la quantité i; d'ailleurs, 
si l'on développe le second membre par rapport aux puissances de 
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~ — I, le coefficient de t^^ dans "(x; — i) » sera, quel que soit r, 

A'A'j^ar- L'équation précédente donnera donc, en repassant par Far- 
(icle II, des fonctions génératrices à leurs variables correspondantes 

(7) «A« A^rx= A*[A'(i 4- ^yxY- 1]\ 

pourvu que, dans le développement du second membre de cette équa- 
tion, on applique à la caractéristique A les exposants des puissances 
de bky^ et qu'ainsi, au lieu de (AXa?)®. on écrive A^y-^, c'est-à-dire y^^. 
En changeant /2 en — /i, on aura, comme dans l'article précédent, 

a, b, ... ,/ étant les n constantes arbitraires de l'intégrale du premier 
membre, dont l'addition devient inutile dans le cas où A = i, parce 
qu'alors le second membre renferme l'intégrale S^jKx» qu'il ne ren- 
ferme plus lorsque h diffère de l'unité. 

Si l'on suppose j'a? égal à une fonction yt de a?,, a?, étant égal à - 
etr étant supposé infini, on aura àya!=dy^, la différence dx^ étant 

égale à -; de plus, si l'on fait hl'=p^ on aura h^=pFx^ et la fonc- 
tion h'yx se changera dans p^^y^ ; or, si l'on suppose i infiniment 
grand et - = a, il est clair que, x variant de i, x^ variera de a, en 

sorte que *A''(/r^'j,) et *2"(/?*i7,) seront la différence et l'intégrale 
finie /i'*''°*de/^»j,, x^ variant de la quantité a. On a d'ailleurs h' = p^; 
les équations (7) et (8) deviendront conséquemment 

or on a 
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donc 

(9) 'à''{p'\yi)=p'\p''e --.-i; , 

en ayant soin, dans le développement de ces équations, d*écrire y^ au 
lieu de (^) «t -j^ au lieu de (^) » K- étant quelconque. 

Si, dans les formules (7) et (8), on suppose < infiniment petit et 
égal à dx, ^^"{h^yx) se changera dans d'^ih'y^) et 'Z^CA^y^) dans 
r"(à^yx)'* on a d'ailleurs 

partant, on aura 

Je dois observer ici que les équations (i), (2), (3), (4)» (5) et (6) 
de l'article précédent ont été trouvées par M. de la Grange, dans les 
Mémoires de Berlin pour Tannée 1771* au moyen de l'analogie qui 
existe entre les puissances positives et les différences, et entre les 
puissances négatives et les intégrales; mais cet illustre auteur se con- 
tente de la supposer sans en donner la démonstration, qu'il regarde 
comme très difficile. Quant aux équations (7), (8), (9), (10), (11) 
et (12), elles sont nouvelles, à l'exception de l'équation (10), dont 
M. Euler a donné le cas particulier où /i = i dans ses Institutions de 
Calcul différentiel. 

XII. 

On aurait une infinité de théorèmes analogues à ceux des articles 
précédents si, au lieu de considérer les différences et les intégrales 
de yxf on considérait toute autre fonction de cette variable ; il sera 
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facile de les déduire de la solution générale du problème suivant : 

T{y^) représentant une /onction quelconque linéaire de y^^^ J'x+m 
Vx-wa» ...» et Vy^ w^^ autre fonction linéaire de ces mêmes variables, 
on propose de trous^r V expression de r(r^) dans une suite ordonnée 
suivant les quantités Vv^., V\Yx^ V\rar» 

Pour cela, soit u la fonction génératrice de v^, us celle de r( jj,) et 
uz celle de Vr^., * et 5 étant fonctions de -; on commencera par tirer 

de Téquation qui exprime la relation de - et de 5 la valeur de j en s, 

et, en la substituant dans s^ on aura la valeur de 5 en ;; ; mais, comme il 

peut arriver que Ton ait plusieurs valeurs de \ en 2, on aura autant 

. d'expressions différentes de s. Pour en avoir une qui puisse appar- 
tenir indifféremment à toutes ces valeurs de s, nous supposerons que 

le nombre des valeurs de - en 5 soit w, et nous donnerons à l'exprès- 

sion de s la forme suivante 

Z, 7y\ Z^^\ . . . étant des fonctions de z qu'il s'agit de déterminer; or, 

si l'on substitue successivement dans cette équation, au lieu de -> ses 

n valeurs en s, on formera n équations au moyen desquelles on déter- 
minera les n quantités Z, Z^*\ Z^^^ ... ; il ne s'agira plus ensuite que 
de réduire ces quantités en séries ordonnées par rapport aux puis- 
sances de z et de les substituer dans l'équation précédente. Gela posé, 

si l'on multiplie cette équation par u, le coefficient de t^^ dans us^ sera 

II. ^^ 
T{yj.); ce même coefficient, dans un terme quelconque tel que ~> 

sera, par l'article II, égal à V'Vj.^^. L'équation précédente donnera 
donc, en repassant des fonctions génératrices aux variables correspon- 
dantes, une expression de r(j^) par une suite ordonnée suivant les 

quantités Vy^, V*/^, V'7^., . . . , Vy^^, , VV^+i ^yx^n-i 

On peut supposer encore, pour plus de généralité, que les quan- 

OKypres de t. — X. 6 
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tités Z'", Z'*', Z*", .... au lieu d'être multipliées par 7» tï» A» •••» sont 

ù L V 

multipliées par des fonctions quelconques de -> et Ton aura par ce 

moyen une infinité d'expressions différentes de r( j^). 
Si Ton suppose 

I b c a 

T(yj:) se changera dans j^^^.,; on aura donc, par ce procédé, la valeur 
d^ Jxw en fonction de Vy^., V^j^-» • • •? i^ais la méthode que nous avons 
donnée pour cet objet dans l'article Y est d'un usage beaucoup plus 
facile. 

XIII. 

Des suites à deux variables. 

Considérons une fonction j^j-^^, de deux variables a: et x,, et nom- 
mons u la suite infinie 



le coefficient de /-^/p sera 7^,^, ; ainsi w sera la fonction génératrice 
de jx.jr.» et, si Ton désigne par la caractéristique A les différences finies 
lorsque x seul varie et par la caractéristique A| ces différences lorsque 
0?, seul varie, la fonction génératrice de Ajj.,j., sera, par l'article II, 

Il (y — ij et celle de A, jx.r, sera u(j — i j ; partant la fonction géné- 
ratrice de AA.jar.j-, sera uy^ ~^^)(f ~"^)' ^'^^ '' ^^' facile de con- 
clure que celle de A' ^!!yx,x, sera ''(7-"0(f"~0*- 
En général, si Ton désigne par ^yr,x, 'a quantité 

"+" Bl>'x,.r,4-i -+■- C|Jx-f-i,x,-«-i^-- • • 
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si Ton désigne pareillement par ^^yx.x, une fonction dans laquelle 
^yx,x, entre de la même manière que j'ar.^r, entre dans ^yx,jc,\ si l'on 
désigne encore par V' j^.*, une fonction dans laquelle V^Vx,», entre de 
la même manière que 7^,^, dans Vj,,^, et ainsi de suite, la fonction 
génératrice de V^j^,^^ sera 

/. B C B, C, C, Y 

partant 

""•■G-)'a-)''(*-?--''--)" 

est la fonction génératrice de A'A^^V"/^ ^^j.^.;. . 
s étant supposé une fonction quelconque de - et de ^> si l'on déve- 

If d i 

loppe s* suivant les puissances de ces variables et que Ton désigne par 
j^^j^ un terme quelconque de ce développement, le coefficient de /-^/j^' 

dans ~— sera Kj^x-^m.-r.+w.; on aura donc le coefficient de /'/|' dans 

us* ou, ce qui revient au même, on aura ^'yx^, • 1° en substituant, 

dans 5, ja? au lieu de - ^tyx, au lieu de --; 2** en développant ce que 

devient alors us^ suivant les puissances de yjc et de r^^ et en écrivant, 
au lieu d'un terme quelconque, tel que K(j^^)"*(yj. )"■•, Ky^+m, c,-^m, et, 
par conséquent, en substituant Kv^r^^, au lieu du terme tout constant K 
ou K(y,y (y^y. 

Si, au lieu de développer ^ suivant les puissances de - et de - > on le 
développe suivant les puissances de - — i et de -- — i, et que l'on dé- 
signe par k(- — I j (7 "" un terme quelconque de ce dévelop- 

- — I j { 7 — I ) sera 
KA"'A7'yx.x.; on aura donc V'y^^^ : 1° en substituant, dans s, Ajx.x.au 
lieu de 7 — I et A, v^,a. au lieu de - — i; 2" en développant ce que 

devient alors s' suivant les puissances de Aj^,^, et de ^iyx,x, et en ap- 
pliquant aux caractéristiques à et A, les exposants de ces puissances, 
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c'est-à-dire en écrivant, au lieu d'un terme quelconque tel que 
K(Ay^^^y^(à,y,^,y\ celui-ci KA-Ar'j,,,.. 

Soient £ la caractéristique des intégrales finies relatives à a; et £| celle 
des intégrales relatives à x^ ; soit de plus s la fonction génératrice de 

ï'Z'/j'^,^^; on aurasf ^ — i j (^ - i V pour la fonction génératrice de 

Jx,x.; cette fonction génératrice doit, en n'ayant égard qu'aux puis- 
sances positives ou nulles de / et de /,, se réduire à i/; on aura ainsi 



z( i) ( i|— r/H — 



a 
7 


-+- 


b 


c 


-H...+ I 




-h 






+ •••+17.» 



a,b,c, .... q étant des fonctions arbitraires de /, eta,, &,, c,, . ... ^, 
étant des fonctions arbitraires de /, partant 



XIV. 

De l'interpolation des suites à deux variables et de l'intégration des 
équations linéaires aux différences partielles finies et infiniment 
petites. 

yj+i,x,+i, est évidemment égal au coefficient de t'f^' dans le dévelop- 
pement de -p-fi or on a 

i-t i(i- I) /. - /y «•(«•- iU«-a) /-i - A' \ 

«■(ti-i) {LzJiV . h(h-^) . / > r i« V IzJ + 

i.a \ tt ) i.a \ t^ J t 
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le coefficient dewfj— iW^— iV étant égal à 

/(« — I) (* — 3). ..(/-- r H- i) i,(/,--i) (i,— a). ..(/, — /•, -4-1) 

- ■ - 'i^^i- »■ ■»■ » ■■■■ ^^ • 

Maintenant, le coefficient de /'/î', dans le développement de 
"(" ~ (r "' *• ^stA''A^'jj^,j,; on aura donc, en passant des fonc- 
tions génératrices aux variables correspondantes, 

•A iii— I) ., 

-H /| A, V^,x, -h I, £ A, A^1\r.,, -f- . . . 

H- -^-^-^ A} rar.;r,-f- . . . 



équation qui peut être mise sous cette forme très simple 

pourvu que, dans le développement du second membre de cette der- 
nière équation, on applique aux caractéristiques A et A4 les exposants 
des puissances de Ar^.,^^ et de A| j^.^^ et, par conséquent, qu'au lieu du 
terme tout constant ou multiplié par (Ar^,j^)"(A, v^^^ )", on écrive j.r.,^. 

XV. 

Supposons maintenant que, au lieu d'interpoler suivant les diffé- 
rences de la fonction j.,.,j.^, on veuille interpoler suivant d'autres lois; 
pour cela, soit 

B C I) p g 

B, C^ j), 
C, D, 



l 






46 


MEMOIRE SUR LES SUITE 


Si l'on fait 






B, C, I 








C H- —i -i- . . . C, 
*1 


on aura 


«••••«•>••••«•« f 




b c g 



II est facile d'en conclure, comme dans l'article V, les valeurs succes- 
sives de 7r-T> -rzî» -nrrv ' * * eu fonctious de a^ b^c^ ... et 5, et il est 

//Ï4-1 //»"4-x fn-f'i V T T V 

visible que, dans aucun terme de l'expression de -79 la somme des puis- 
sances de - et de 7 ne surpassera pas i lorsque isera un nombre entier 

positif, /if étant supposé égal ou moindre que n. 

Considérons maintenant la formule ((x) de l'article V et supposons 
qu'en développant suivant les puissances de ~ la quantité 



on ait 






M *1 



les puissances ultérieures de 7 se détruisant réciproquement, puisque 

l'expression de j^ ne doit point les renfermer. Supposons pareillement 
qu'en développant la quantité 



r7^o) i_/»-7(i) .!_ .1-^7(0) _4_ 1.27(1) -»_ 



on ait 
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W 



qu'en développant la quantité 






on ait 



M,-+-N,a 






et ainsi de suite; on aura 



^~MH-N54-...4-^(M<»)-t-N<«)5H-..04--^lM^*^4-N<»'^H-...)-+-...-+-~M<'' 

* L ^1 *i *i J 



4- 



jl--^^M,_,^^n^,Z^,.,-^j-{W,^^^^ 



Cela posé, si l'on nomme Vj^,^^ la quantité 

A J'x^x, '^ " ^x-Kl.x, H~ C ^x-+-î,.r, -H . . . 



• • • f 



le coefficient de ^'f[' dans le développement de la quantité ^^^ sera, 

par Tarticle XIII, V^7ur-»-r,x,-hr,; Téquation précédente donnera consé- 
quemment, en la multipliant par u et en passant des fonctions généra- 
trices aux variables correspondantes, 

4- M(»î jx.x.^1 -f- N^) V7x.x.^» -H . . . 



M^'J/x....-/ 
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^^^"l Jjr-*-l,Xt-*-t~l 



XVI. 

Si l'on suppose Vj^/^j.^ - o, on aura, en faisant x — o dans l'équation 
précédente, 

v/.^. - Mjo.x. -+- M<*>/o.x.-Hi -+- M<»J7o,x.^« 4- ... -h M^^^7o,x,-i 

-t- M,7,.^. 4- m;» '71.X.-.1 -H M'i'^y,.,,^, -h ... -h M-'"' ^ri,^.H_/_, 



M^''^ M*/\ Mj'^', . . . étant des fonctions de i et de r, l'expression précé- 
dente de v,>^ peut être mise sous cette forme très simple 

(>.) 7/.x.--2(M^'-\Ko...w.4-Mr*>l.x.-.r-.l-4-Mr*^J'..x..r-,4-...-+-M<^^^^^^ 

l'intégrale étant prise par rapport à r, depuis r -= o jusqu'à r = i-hi, 
par rapport au premier terme; depuis r-- i jusqu'à r = i-M par 
rapport au second terme, et ainsi de suite. Cette expression dej/,^., 
sera l'intégrale complète de Téquation Vy^^j, =o, ou, ce qui revient 
au même, de celle-ci 

4~ '-«t yi.x, *-î -t- . • . 

-h. . . 
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^9 



Il est visible que dans cette intégrale les quantitésjo^.» J^a'^^J'a.a^.» •••» 
7»-i,x, sont les n fonctions arbitraires qu'introduit l'intégration de 
l'équation Ty/^a-^= o; pour les déterminer, il faut connaître immédia- 
tement, ou du moins pouvoir conclure des conditions du problème 
les n premiers rangs verticaux de la Table suivante : 



(Q) 



/tt,0» 


^'l,0» J'î.O» J^ltO» 


» J'x.o» 


yx-t-i.o» 


• • • > J'w.O» 


/o,i> 


y\^\> ^1,1» yi.i» • • '5 


' /jî.i» 


yX-HlJ» 


• • •» ^«.l» 


ro.i» 


^1,1» /«,!> ^1,1» •••' 


► Jx,t, 


J^JC-HI.Î» 


• • •» J'«,J> 


... y 


• •«, ««•, «•«, •••] 


. . . , 


« 


• • • » • • • » 


/o.or,» 


^1,*,» J^l,ar,» ^l.x.» • • M 


• J^x.x.» 


J'jr-i-i.x,» 


• • • > ^•.*i» 


• • • > 


. . . . , . . . •, . . . ., • • • 1 


• • • • y 


••••••« 


• ••• •••«• 



Remarque. — Dans un grand nombre de problèmes, et principale- 
ment dans ceux qui concernent l'analyse des hasards, les n premiers 
rangs verticaux sont des suites récurrentes dont la loi est connue; 
dans ce cas, j'o.jr.» J'i.ar.» ••• sont données par des termes de la forme 
A/i^i. Supposons conséquemment que l'expression de jo^, renferme le 
terme A/i*», la partie correspondante de SM^''^7o,x,-Hr sera 



A/>''(Mî^>H- M(»)/> -t- M(«V'-+- M^'^A'' 



M^V); 



mais 



M^^î 









est le développement de 



ftZ>%^i -h cZiî.rt+1 -h . . . 



suivant les puissances de ^- En changeant donc dans cette dernière 

quantité - en /> et nommant P ce qu'elle devient alors, on aura AP/r^t 

pour la partie de SM^'"^jo,a^,-hr qui répond au terme kp^^. Il suit de là que, 
si la valeur de jo,^:, est égale à A/i*«4- A,/?[ -h Aj/i^'-h. .. et que 
l'on nomme P<, P,, ... ce que devient P, en y changeant successive- 
ment /i en /?, , /ij, . . . , on aura 



2M<'-)7o,x.^r=:: AP/^'-h A, P, K^H- A,P, />?• 
OFMvreê de iS. — X . 
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On trouvera pareiliement que, si ia valeur de r,,^, est exprimée par 
Hq^*-h B,y''-f- Bj^J'-f-..., et que l'on nomme Q, Q,, Q,, ... ce que 
devient la quantité cZJ%^, -h eZ^^^„^^ -+-... lorsqu'on y change successi- 
vement - en 7, 7,, 7a, . . ., on aura 



• • • • 



et ainsi de suite; on aura ainsi l'expression de j'/x, 1^ plus simple à 
laquelle on puisse parvenir. 

Si Ton a V*>v^ --o, on aura, en faisant x^o dans l'expression 
générale de yx-^î.x, de l'article précédent. 



~^" Mj»_i^*»-i,x, ~^" Ma- i.>'*t-i,x,-«-i~^" •••"+" Ml,_, v„_|,,,^/_j»-,.i 
~*~ ^«-1 \^«- l,JP, -^ • • • • 

v*.x.* V,.,, V» ..A* ^.>Vx.* ^v,.^, ^.n-t.x. étant les 2/1 fonctions 

arbitraires de l'intégrale de Téquation V*v/^^ = o; on aura, de la 

même manière, les intégrales des équations P>',j-. = ^^ ^V',^,= ^^ 

J'ai nommé ailleurs {^roir les Tomes VI et Vil des Mémoirrs des Sa- 
itMiUs rtrfmprrs^ \^ • ^ les séries formées d*après Téquation V' v,,, = o suiies 
rtcum^currrnics : elles diflFerenl des suites récurrentes • en ce que 
dans oelles-oi les termes ne sont fondions que d'une seule variable : 
ainsi* tous leurs termes dans la Table ( Q> sont ou dans un jnème rang 
verlicaK ou dans un même rang horiiontaK ou sur une même droite 
inclinée à Thoriion d'une manière quelconque* au lieu que les termes 
d'une suite rèeurron^currente. étant fonctions de deux variables, rem- 
plissent toute retendue de la Table iQ^ et forment une surface, de 
sorte que les quantités arbitraires* qui, dans le cas des suites rêcur- 
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rentes, sont déterminées par autant de points de la ligne sur laquelle 
leurs termes sont disposés, se déterminent ici par des lignes droites 
ou par des polygones placés arbitrairement dans la Table précédente. 
L'équation qui exprime la loi d'une suite récurrente est aux diffé- 
rences finies; celle qui exprime la loi d'une suite récurrorécurrente 
est aux différences finies partielles, et son intégrale renferme un 
nombre de fonctions arbitraires égal au degré de cette équation. 

XVII. 

La valeur de j,>,, dans la formule (X) de l'article précédent, dépen- 
dant de la connaissance de M^''\ M^,'*"*^ . . ., il est visible que ces quan- 
tités seront connues lorsqu'on aura le coefficient de ^7 dans le déve- 

loppement de Z^"^^^,; tout se réduit donc à déterminer ce coefficient; 
or on a, par l'article V, 



aa',"*'*(ai — a ) («i — aj) . . . 

1 

aaî*'^(aj — a ) ( «j — «i ) . . . 



a, a,, a,, ... étant fonctions de -• Si l'on fait -- = 5, et que l'on dif- 

férentie l'expression précédente de ZJ"\ n fois de suite par rapport 
à 5, on aura /i + 1 équations, au moyen desquelles, en éliminant les 
n quantités a', a', a[, ..., on parviendra à une équation entre ZJ"\ 

~-9 ' » •••> dont les coefficients seront fonctions de a,, a,, ... et 

de leurs différences : or il est clair que a, a,, aj, ... doivent entrer de 
la même manière dans ces coefficients; on pourra donc, par les mé- 
thodes connues, les déterminer en fonctions rationnelles des coeffi- 
cients de l'équation qui donne les valeurs de a, a,, ... et des diffé- 
rences de ces coefficients, et, par conséquent, en fonctions rationnelles 
de s; en faisant ensuite disparaître les dénominateurs de ces fonctions. 
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on aura une équation linéaire entre Z[.®^ et ses différentielles, dont les 
coefficients seront des fonctions rationnelles et entières de s^ ou, ce 

qui revient au même, de -• Gela posé, considérons un terme quel- 
conque de cette équation, tel que t^, .'^ > et nommons X^ le coeffi- 
cient de jp dans le développement de ZJ"^ ce coefficient dans le dévê- 
te \ A ^ ^z;«^ 

loppement de ^ -^ sera 

K(/*--w-hfx)(r — w-hjx — i)(r — m-f-fx — a).. . ( r — m ) Xr-wt+pL. 

En repassant ainsi des fonctions génératrices à leurs variables corres- 
pondantes, l'équation précédente entre ZJ.%^, et ses différences don- 
nera une équation entre X;., X^^,, ... dont les coefficients sont varia- 
bles, et, en Tintégrant, on aura la valeur de X^.. 

11 suit de là que l'intégration de toute équation linéaire aux diffé- 
rences finies partiellesy^'dont les coefficients sont constants, dépend : 
i'' de l'intégration d'une équation linéaire aux différences finies dont 
les coefficients sont variables; 2^ d'une intégrale définie: je nomme 
ainsi toute intégrale prise depuis une valeur déterminée de la variable 
jusqu'à une autre valeur déterminée. L'intégrale définie dont dépend la 
valeur de j,,a., dans la formule (X) est relative à r et doit s'étendre 
depuis r= o jusqu'à r = i. Relativement aux équations différentielles 
du premier ordre, on a 

7io)_ l . 

on a, de plus, 

a = A 4- Ri*, 

R 

a 



ce qui donne 



7,0) - (A4-Rt*y 



d'où l'on tire cette équation différentielle 
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ce qui donne l'équation aux différences finies 

On a ensuite, dans ce cas, 

M('-)=B>r; 

la formule (X) de l'article précédent deviendra donc 

ce sera l'intégrale complète de l'équation aux différences partielles 

o = A//.X. -+- B//+,,x. -f- Bi//,x.-Hi» 

pourvu que l'intégrale soit prise depuis r= o jusqu'à r^i-f- 1, et 
que la constante arbitraire de la valeur de X;. soit telle que 

/.ft — — 



(-B)'-» 



En passant du fini à l'infiniment petit, la méthode précédente don- 
nera l'intégrale des équations linéaires aux différences infiniment 
petites partielles dont les coefBcients sont constants : i^ en intégrant 
une équation linéaire aux différences infiniment petites ; 2^ au moyen 
d'intégrales définies, ce qui donne l'intégration de ces équations dans 
une infinité de cas qui se refusent aux méthodes connues ; mais, comme 
le passage du fini à l'infiniment petit peut offrir ici quelques diffi- 
cultés, j'ai préféré de chercher une méthode directement applicable 
aux équations linéaires aux différences infiniment petites partielles, 
et j'ai trouvé la suivante, qui a l'avantage de s'étendre aux équations 
linéaires dont les coefficients sont variables. Je me bornerai à consi- 
dérer les équations différentielles du second ordre comme étant celles 
qui se présentent le plus fréquemment dans l'application de l'analyse 
aux questions physiques. 
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XVIII. 

Toutes les équations linéaires aux différences infiniment petites 
partielles du second ordre peuvent être mises sous cette forme 

^, â*u au du , 

Os OSi os OSi 

m, n et /étant des fonctions quelconques données de s et de 5,, et, si 

Ton nomme 0|(5) l'intégrale fds^(s), 9,û) Tintégrale I dso^(s), 

•• «- «- 

9,1^5> rintégrale / ds^^is)^ et ainsi de suite; si Ton nomme pareille- 
ment '^^{^s^^ Tintégrale f ds^'^(st), *^i(s^) l'intégrale / di, '|,(5|), 
*\\K^\^ rintégrale / ^5, '^3(5, >, et ainsi de suite, la valeur de u peut 
être exprimée par une suite de cette forme 

U-- A9,(5) -hA»'9,(5> -r-AÎ»-0,(*) -4-Af»'Çi«l) -+-... 

-^B4*.(i,»-T-B^' 4.,(i,)-f-Bt«'4.a(*,.-h-B» 4.,(*,)-H..., 

9^^"^ et '|(^,) étant deux fonctions arbitraires. Tune de 1 et Tautre de sf 
ynÀr sur cela les Mémoires de V Académie pour Tannée 1773, p. 355 et 
suiv.") \ * ). Cela posé, si Ton substitue cette valeur de u dans l'équa- 
tion i,S> et que Ton compare séparément les termes multipliés par 

?(^.^» ?i^^'^»?j(^^» •••• 'K^i^» '|i^*«X *yi</^i^» ...,on aura, pour déter- 
miner A, \>^\ X^\ • • ., B, B^*\ B^ les équations suivantes : 



KH^ 



^'\ 



m 

\ 



dK 


-^ mA, 








. ,, d»A dk 
osôsx as 


ÔK 


-ik. 




dsdis, 1^^ 


dA' 
-.- /I 


^i\'\ 




— «B» 








oi <^B àB 

<^^di5| ôs 


dB 


-r-/B, 


.^- 


-,. d*B^ dB* 


dB' 


^/B». 



1 1 



GE«vnrf Wir Lapimtw T. IX, p. 9i M suîv 
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Lorsque, en satisfaisant à ces équations, on parvient à trouver A^^^ = o 
ou B^^^= o, [L étant un nombre entier positif, alors u peut toujours 
s'exprimer en termes finis, en n'ayant égard qu'aux seules variables s 
et St de Féquation. J'ai donné dans les Mémoires cités une méthode 
générale et fort simple pour avoir dans ce cas l'intégrale complète de 
cette équation; mais, si l'une ou l'autre des deux équations A^^^-~ o et 
BW= o ne peut avoir lieu, il faut nécessairement, pour avoir l'expres- 
sion de u en termes finis, y introduire une nouvelle variable de la ma- 
nière suivante. 

Pour cela, nous observerons que, si l'on fait commencer l'intégrale 
Jdso(s) lorsque i = o, on aura 

4-9(ré/5) 4-9[(r-hi)rf5]-h...-h9(5)j; 

donc, si Ton nomme T la suite 

9(o)-i-^9(d:f) -hr'9(a(i5)-t-/»9(3rf5)-f-... 

s 

-{-r(f(rds)-h r-*-* 9[(r-M)(i5] 4-. . .-h ^"9(5), 

jds<f(s) ou ?i(^) sera égal au coefficient de t" dans le développe- 
ment de la fonction ^377' ï' ^^^ ^^sé d'en conclure que (f^Çs) sera égal 

au coefficient de i*" dans le développement de -^> et, générale- 

s 

ment, que <fy,(s) sera égal au coefficient de t^' dans le développement 
de __ ; d'ailleurs, il est visible que le coefficient de (f(rds) dans 



— r 



^^{s) est égal au coefficient de /*" dans le développement de 
T^zrr^' ®t P^^ conséquent égal à 

I .2.3. . .(jX — l) 

Supposons r infini et égal à ~> nous aurons T ( -r pour ce 
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coefficient; d'où il suit que le coefficient de <f(rds) ou 9(5) dans l'ex- 
pression de £1 sera 

donc, si Ton nomme r(s — z) la somme de la suite 

A<») A<»^ 

A -f- A<») (5 - 5) -+- ^=— (5 - «)«H- -5L_^ {s^zy^,,, 

i.a ^ I .2.3 ' 

et que l'on suppose ds = dz^ on aura fdzT{s — «)ç(5) égal à la 
suite 

pourvu que l'intégrale soit prise depuis z = o jusqu'à z=s. 
Si l'on nomme pareillement \l{s^ — z) la somme de la suite 

on trouvera, par le même procédé, que fdzU(s, — z) ^(z) est égal à 
la suite 

pourvu que l'intégrale soit prise depuis ^ = o jusqu'à 2 = 5,; on aura 
donc 

u = f dzT{s ■- z) (^{z) -h fdzTHSi — z)^{z\ 

l'intégrale du premier terme étant prise depuis 5 = jusqu'à z = s, 
et celle du second terme étant prise depuis z = o jusqu'à js = 5«. On 
peut observer ici que les fonctions r(s — z) et U(s^ — z) sont autant 
de valeurs particulières qui satisfont pour u à l'équation proposée 
aux différences partielles. En effet, il est clair, par la nature des va- 
leurs de A, A^*\ A^'^ . . ., que, si l'on substitue dans cette équation, au 
lieu de <i, la suite 

A H- A^'J (^ - 5) H- — (5 ~- 5)' -h ... , 

1.2 

z étant regardé comme constant, elle sera satisfaite. Mais, parmi toutes 
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les valeurs particulières de u qui renferment une constante arbi- 
traire 5, il faut choisir pour r(5 — z) celle qui donne o = -r^ -4- mu 
lorsque z^s, parce qu'alors u se réduit à A, et que Ton doit avoir 
o = ^ — h m A; il faut pareillement choisir pour 11(5, — 5) une valeur 
particulière de u qui renferme une constante arbitraire z^ et dans 
laquelle on ait o = -^ -h /iii lorsque 5 = 5^, parce que dans ce cas u se 

réduit à B et que Ton doit avoir 0= -^ -h/iB. On peut parvenir direc- 
tement à ces résultats de la manière suivante : 

Supposons que l'intégrale C pdzr^{z)^ prise depuis z égal à une 
constante quelconque jusqu'à 5 = 5, soit une valeur particulière de u; 
on aura, dans ce cas, 



i=/.^-"^<". 



J^rf;j9(^)-4-P9(5), 



du p dp 



P étant ce que devient p lorsqu'on y fait 5 = 5; de là on tirera 

En substituant ces valeurs dans l'équation (S) aux différences par- 
tielles, on aura 

ce qui donne, en égalant séparément à zéro les termes affectés du 
signe intégral, 

0=1 h wP, 

dsi 

ô'p dp dp , 

o z= -5-4 h m -j- -f- /i -- 4- //>. 

dsdsx ds dsi ^ 

On voit ainsi que, si l'on a deux valeurs particulières de // représen- 
tées par p et/?,, qui renferment une constante arbitraire 5, et qui 

Œuvre» de L. — X. 8 
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soient telles que Ton ait 

o= ^ h /nP, 

P étant ce que devient p Iorsqu*on y fait s = 5, et P, étant ce que de- 
vient Pi Iorsqu*on y fait 2 = 1,, on aura, pour Texpression complète 
do a. 

9(s) et *|(5) étant deux fonctions arbitraires de s, et Tinlégrale du 
premier terme étant prise depuis s égal à une constante quelconque, 
que nous supposerons zéro, jusqu'à 5 = 5, celle du second terme étant 
prise depuis 5 = jusqu*à 3 = 5|. 

Si Ton change s en si dans le terme f pdz ^(s)* et que Ton nomme 
q ce que devient p par ce changement, on aura 

I pds9{z)— fqsdiQiU), 

et, comme Tintégrale relative à s doit être prise depuis z = o jusqu'à 
5 =f, il est clair que Tintégrale relative à / doit être prise depuis / = o 
jusqu'à I = 1. Si Ton nomme pareillement 7. ce que devient /i, lors- 
qu'on y change s en x,i, on aura 

rinlègrale relative à i étant prise encore depuis / = o jusqu'à / = i : on 
peut consêquemment donner à m cette forme 

rinte^icrale étant prise depuis 1 = jus^f^'à 1 = 1. 

Si Ton iHMime K rinlegrale / ftJzzyz^ prise depuis ^ — o jusqu'à 
5 ~ x: celte inlegmle. prise Jepuis 5-0 jusqu'à * — *, >era TÎsible- 
Mettl efale à K— |/«?^v^^ ^"^•'^ dertiièo^ inle^nrale etani prise 
A^p«i$ ^ ^ « jKniu'à s := «; d\MK^« si l'on £iil x :^ s ^ «, et que r#n 



MÉMOIRE SUR LES SUITES. 59 

nomme rce que devient /» par ce changement, on aura 

rintégrale relative à z étant prise depuis z = o jusqu'à 5 = 5, et Tinté- 
grale relative à 5, étant prise depuis 5, = o jusqu'à 5, = 00. Si Ton 
nomme pareillement K| l'intégrale fpidz(f(z) prise depuis z = b 
jusqu'à 5 = 00, que l'on fasse 5 = 5, -h 5,, et que l'on nomme r, ce que 
devient p^ par ce changement, on aura 

fpidzf\,{z) = Kt'^fr^djSi^{s^-hz^), 

l'intégrale relative à z étant prise depuis 5 = jusqu'à 5=5,, et l'in- 
tégrale relative à z^ étant prise depuis z^ = o jusqu'à z^ = oo; on aura 
donc 

Il = K -h Kl — y rf«i [r 9 (* 4- J5j ) -h r, ^|;(5, -4- z^ )]. 

Les fonctions ç(^-4-«,) et ^(^i-4-S|) étant arbitraires et pouvant 
même être supposées discontinues, on peut, sans nuire à la généra- 
lité de cette valeur de u, les supposer telles que l'on ait K + E, = o; 
on aura donc, en changeant le signe de ces fonctions, 

u =fdzi [r 9(5 -+- «1 ) -f- r, ^{s^ -+- Zi)], 

l'intégrale étant prise depuis s, = o jusqu'à 5, = 00. 

Ces différentes formes que l'on peut donner à u ont chacune des 
avantages particuliers, suivant les différents problèmes que l'on se 
propose de résoudre. On verra ci-après (art. XX) un usage de la 
dernière dans la théorie du son; mais on doit observer qu'elles sont 
toutes dépendantes d'intégrales définies et qu'elles ne peuvent être 
ramenées à des intégrales indéfinies que dans le cas oii l'une ou 
l'autre des quantités^ etp^ est une fonction rationnelle et entière 
de z. 

Toute la difficulté de l'intégration des équations linéaires aux dif- 
férences partielles du second ordre se réduit ainsi à déterminer ces 
quantités; c'est ce qui parait très difficile en général : nous nous 
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bornerons eonséquemment à considérer quelques cas particuliers qui 
sont relatifs à plusieurs problèmes intéressants que Ton n'a pu résoudre 
encore que d'une manière particulière. 

XIX. 

Supposons d*abord m^n et /constants dans Téquation (S); on satis- 
fera aux équations (y> et (y'> de Tarticle précédent en faisant 



A 




— 


«^■'i- 


9 






A 


.1 


— 


e-"'.- 


-"{mn 





/>*„ 


A 


.îj 




r-**!- 


■ 


«« 





i.a.3. . ,\k ' 



1.3 



1 .J.o ^ 



f étant le nombre dont le lofsantbme hyperbolique e$l l'onité: on aura 
ainsi 
•* r ^ ^ » ♦'••'• — '^^ • 



1.3.^* J 



en sorte que F^ i — ^ » est ê^l à une fonction de 5,« 5 — j » multipUêt^ 
par ^'"*'^^*'. Soit r cette fonction et nommons 9 la quantité 5, • * — 5 • : 
«r** ~^v sera* par ci? qui prwè'Je. une inte^crale particuliènp de Tequa- 
lîoD propocsee aux différences partielles. On la substituera donc pour a 
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dans cette équation et Ton observera que, dans ce cas, 

du ÔY âO 

as ^ oQ os' 



or on a 



à9 



partant 



du n.M n^l ^y\ 

Ts=' ' K-'^y^'^TB) 



On aura pareillement 



as 



^ - c-m,.-!», r_ ;n^ -H (5 - 5) ^ J 






dsdsi 



[^ày ây dy r^à^r'] 



Si Ton substitue ces valeurs dans l'équation (S), on aura celle-ci aux 
différences ordinaires 

ôy ô^ y 

et il faudra déterminer les deux constantes arbitraires de son inté- 
grale de manière que Ton ait j — i et 3^ = ^^ — ^ lorsque ô = o. 
Soit J(6) ce que devient cette intégrale, on aura 

r(5 — 5) = e-'"'i-»M[5t(5 — «)]; 

il est aisé de voir que Ton aura pareillement 
partant 

Tintégrale du premier terme étant prise depuis z = jusqu'à ^ =^, 
et l'intégrale du second terme étant prise depuis z = o jusqu'à z = s^. 
En effet, si Ton substitue cette valeur de u dans l'équation proposée 
aux différences partielles, on s'assurera facilement qu'elle y satisfait; 
mais, pour faire cette substitution, on doit observer en général que, 
si l'intégrale Jwrfs doit être prise depuis 5 = jusqu'à s = s, sa 
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différence prise par rapport ii s est ds f -^ dz-h Vds, U étant ce que 
devient u lorsqu'on y suppose s =s. 

Si, /, m et 71 étant toujours supposés constants, on a /— mn = o, 
on aura j := i, et l'expression de u deviendra 

en sorte que la valeur de u est alors indépendante de toute intégrale 
définie. Mais ce cas est le seul où cela puisse avoir lieu, et c'est ce qui 
résulte pareillement de ce qui a été démontré dans les Mémoires de 
l'Académie, année 1773, page 869 (*). 

L'équation des cordes vibrantes dans un milieu résistant comme la 
vitesse est 

u étant l'ordonnée de la corde vibrante dont l'abscisse est j?, / repré- 
sentant le temps, et a et 6 étant deux constantes dépendantes, l'une 
de la grosseur et de la tension de la corde, et l'autre de l'intensité de 
la résistance. Si l'on fait at-^x^^s et a/ — j? = ^,, l'équation précé- 
dente deviendra 

d^u b du b du 

dsôsi 4« as (\a âsi' 

l'expression précédente de u deviendra donc, en y substituant au lieu 
de s et de s^ leurs valeurs a/ h- a: et â/ — a:. 



u-=e 



El L fdzl[{at — x){at-\-x-' 5)] 9(5) 
-^ Cdzl[{al -^ x) {ai — X — z)\^{z) y 



la première intégrale étant prise depuis 5 = jusqu'à 5 = a/ -h a?, 
et la seconde intégrale étant prise depuis 5 — jusqu'à 5 = a/ -— a:. 
On voit par là que le problème des cordes vibrantes dépend alors de 
l'intégration de l'équation différentielle 

( * ) Œuvres de Lapltice, T. IX, p. 35. 
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_bt 
on voit de plus que, à cause du facteur e * , l'ordonnée u de la corde 

vibrante diminue sans cesse et devient nulle après un temps infini, ce 

qui d'ailleurs est visible a priori. 



XX. 



Supposons encore, dans l'équation générale (S) de l'article XVIII, 

- et /= 7 rzj en sorte que l'on ait à intégrer 

cette équation aux différences partielles 






iT\ ^— ^*" ^ / àu g du hu 



ds ôsx s -\- Si as s -{-Si âsi (^ -+- ^i )' * 

on s'assurera facilement que les valeurs suivantes satisfont aux équa- 
tions (y) et (yi ) de l'article cité 

A(«) = [/(,-.^)H-A]-A_-, 
2A<«) = [(/4-i)(2-^) + A] ^'*' 



3A(») = [(/-+- 2) (3-^) -h A] 



5 -+-5, 

A<«) 



fxAW=[(/-hfx-i)(fx-^)4-A]^'^ '' 



s -\-St 



B =(5 + 5,)-^ 

B(»> = [^(i-/)4-A]^-^-, 
2B(«> = [(^-M)(2-/) + A] '^'*' 



3B<»>rr[(^4-Q)(3-/)H-A] 



5 -h 5, 

B<«) 

s -h Si 



B<ï*-»> 

^B^l*)=[(^4-fx-i)(fx-/)4-A] 



5 H- 5, 
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On aura ainsi 

• + [/(•-«') + *] — 

-H[/-^0(>-^)+A](^)V.-. 



T{s — z) = (s + St)-/ 



s-z 



donc, si l'on fait = 0, r(* — z) sera égal à une fonction de 0, 

multipliée par (s-\-s^)~^. Nommons^ cette fonction, en sorte que 

(s 4- St)~^y sera une valeur particulière de w, et Ton aura dans ce cas 
or on a 

ds s -h Si (S-\-Si)* 5-+-5i 

partant 

ds 



'4=(s + s,)-r-^[^^(.-6)-/y]; 



on trouvera pareillement 



du 



ô'u 



\=-'(s-^s,)'f-^(/y^e^y 



En substituant ces valeurs dans Téquation proposée aux différences 
partielles, on aura l'équation suivante aux différences ordinaires 

(a,) = 0(1-0)^ +[ô(^-/-îi) + i]^-+-(/^-/-/i)r; 

il faudra déterminer les deux constantes arbitraires de son intégrale, 

dv 

de manière que l'on ait j = i et ^ =/(i — g) "^ ^ lorsque ô = o ; 
en nommant donc J(6) ce que devient alors y^ on aura 
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Si l'on change g en /, et réciproquement/ en ^dans l'équation (a, ), 



on aura 



et si Ton détermine les deux constantes arbitraires, de manière que 
l'on ait^ = i et ^ =^^(1 — /) -h A lorsque = o, en nommant D(6) 
ce que devient alors j, on aura 



0(5,- «) = 



(5 4-5,)^ 



Les deux fonctions J(6) et n(0) ont entre elles une relation fort 
simple, au moyen de laquelle, lorsque Tune des deux sera connue, 
l'autre le sera pareillement : en effet, si, dans l'équation (6|), on fait 

on aura 

équation qui est la même que l'équation {a^). De plus, comme on doit 
avoir, relativement à l'équation (6|), ^ = 1 et -j[e= g " fg-^^ 
lorsque = o, on aura, dans ce même cas, j, = i et 

ce qui donne 

ainsi les deux constantes arbitraires de l'intégrale de l'équation en j, 
sont les mêmes que celles de l'intégrale de l'équation (^i), ce qui 
donne 

partant 

n(e) = (i-0)/-^j((9). 

QEwretde L,-- \, 9 
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On a d*aiilleurs, relativement à Téquation (6|), 



r ^\ — ^ 



ilono 



et 



(— )'-'->(îf^) 



On aura consêquemment, par Tarticle XVIII, 

la première intégrale étant prise depuis z = o jusqu*à 5=5, et la 
seconde étant prise depuis z -- o jusqu'à 5 — x,. 

Si Tune ou fautre des deux quantités J( ) ^t Dj - — - )» celle-ci 

par exemple, J^ ^~ " \ est une fonction rationnelle et entière de 5, 

alors l'expression de 1/. considérée relativement à la fondion arbi- 
traire correspondante qui, dans ce cas, est ^\zu sera exprimée par 
une suite tinie de termes multipliés par les intégrales successives de 

^v,*^: ^*Ar il est clair qu'alors | ^-Jl-^-" »?*.** ^^'^ composé de 

^ * \* "" *i 

termes de la forme H / z^dzz\z\^ u. étant on nombre entier positif; 
or on a, en intégrant par parties* 

expression délivrée du signe / , et dans laquelle on doit faire s=s. 
On voit ainsi que la partie de IVxpression de u relative à la fonction 
arbitraire ^^s^ ^^^^ indépendante* non seulement de toute intéirrale 
detinie, mais encorv de toute espèce d'intégrale: or il resuite de ce 
que J'ai démontre» dans les Memoirx^s cites de i**3, que l'expression 
complète de m e;^t alors entièn^ment indépendante de toute intégrale 
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définie, c*est-à-dire qu'elle peut être exprimée par des intégrales in- 
définies, uniquement relatives aux variables s et 5, de Téquation pro- 
posée. On peut s'en assurer encore très aisément au moyen de la for- 
mule (V), car il est visible que l'intégrale 



sera dans ce cas réductible à des termes de cette forme 

n f zv- dz(s -^ zy-f ^{z), 

jjL étant un nombre entier positif ou zéro; or on peut, par des intégra- 
tions par parties, réduire l'intégrale 

fzV-clz(s-hzy'^f\>{z) 

à des termes délivrés du signe T et à des intégrales de cette forme 

fdz{s-^zy^i{z); 

cette dernière intégrale, devant être prise depuis 5 = jusqu'à 5 =:^,, 
est évidemment égale à celle-ci 

et, par conséquent, indépendante de toute intégrale définie; on voit 
par là comment l'intégrale 



Jdz{s^zy'érj(h_£j^(^;;) 

peut se réduire à des intégrales indéfinies, quoique le facteur 

puisse ne pas être une fonction rationnelle et entière de z. 
Maintenant, la condition nécessaire pour que l'expression do 

Jfj^^j» réduite en série, se termine, est que l'on ait A^»*^=o, 
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(x étant un nombre positif, ce qui donne 

d'où Ton tire 



^_ i-f->?--/ibs/(/-4->^~i)«~4A 

Lorsque Tune ou Tautre de ces deux valeurs de (x est zéro ou un 
nombre entier positif, alors j( ^""^ ) est une fonction rationnelle et 
entière de s; en changeant/ en g et réciproquement, on aura 

et, si Tune ou l'autre de ces valeurs de (x est zéro ou un nombre entier 

positif, la valeur de Df ^^T*^ ) sera une fonction rationnelle et entière 

de z\ dans tous ces cas, l'expression de u ne dépendra d'aucune inté- 
grale définie; autrement elle en sera nécessairement dépendante. 

Si l'on nomme x la distance d'une molécule d'air à l'origine du son 
dans l'état d'équilibre; a; + ii sa distance après le temps /, on aura 

d^u ,<)*// ma* du 'ma^u 

dt* ôx* X ôx X* 

a} étant un coefficient constant dépendant de l'élasticité et de la den- 
sité de l'air, et m étant o, ou i, ou 2, suivant que Ton considère l'air 
ou avec une seule, ou avec deux, ou avec trois dimensions (roir, sur 
cet objet, les savantes recherches de M. de la Grange sur le son, insé- 
rées dans le Tome II des Mémoires de la Société royale de Turin). Soient 
0? H- a/ = y, x — at = s^; l'équation précédente deviendra 



â^u m /du du 

o = -T— : 1 : r ( 



âs âsi 2 (5 -H 5i ) \ âs ds 



i \ mu 



la formule (V) deviendra donc 



a* X* 
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la première intégrale étant prise depuis 5 = jusqu'à 5 = a? -h a/, et 
la seconde étant prise depuis 5 = jusqu'à s = x — ai. La fonction 
j/ a? — a^ — ^ \ ^gj j^ valeur de y dans l'équation différentielle 

dans laquelle 6 = ^ — ^ '^"' ^ les deux constantes arbitraires de son 
intégrale devant se déterminer, en sorte que l'on ait 

dy m , . 

Si l'on a m = o ou m = 2, la valeur de y ordonnée suivant les puis- 
sances de se termine, et alors la valeur de u est indépendante de 
toute intégrale définie; mais, lorsque /n = i, ce qui a lieu quand on ne 
considère l'air qu'avec deux dimensions, l'expression de u est néces- 
sairement dépendante d'une intégrale définie. 

Si Ton change dans j/ ^ — ^ "^ r 5 en a?dz a/ h-5|, on aura, par 
l'article XVIII, 

l'intégrale étant prise depuis 5, = o jusqu'à 5, = x>. Il résulte évidem- 
ment de cette valeur de u que la molécule d'air dont elle exprime le 
dérangement ne commence à s'ébranler que lorsque a? — a/ 4- 5| est 
égal ou moindre que le rayon de la petite sphère agitée au commence- 
ment; d'où il suit que, dans les trois cas où l'air a une, ou deux, ou 
trois dimensions, la vitesse du son est la même et se détermine par 

l'équation t= -; on voit ainsi que les formes précédentes des inté- 
grales des équations aux différences partielles ont le même avantage 
dans les questions physiques que les formes connues jusqu'à présent. 
Nous pourrions encore appliquer la méthode précédente à la re- 
cherche des vibrations des cordes inégalement épaisses, à la théorie 
du son dans des tuyaux d'une figure quelconque et à plusieurs autres 
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questions importantes; mais ces discussions nous écarteraient trop de 
notre objet principal. 

XXI. 

Revenons présentement aux équations linéaires aux différences 
finies partielles; quoique les formules que nous avons données dans 
Tarticle XVI, pour les intégrer, aient la plus grande généralité, il y a 
cependant quelques cas où elles ne peuvent servir : ces' cas ont lieu 

lorsque Téquation 5 = donne l'expression de -7 en — par une suite 

infinie, ce qui arrive toutes les fois que, dans la fonction :;, la plus 

haute puissance de - est multipliée par une fonction rationnelle et 

entière de f • Pour avoir alors l'expression de y^.x C" termes finis, il 

est nécessaire de recourir à quelques artifices d'analyse que nous 
allons exposer, en les appliquant à l'équation suivante 



cette équation donne 



partant 



I 


a 


h 
t 


— c 0; 




I 

7 ~ 


a 

— — » 


I 




{' 


a Y 


r*tf« 




^.(. 


i iX 



En développant, par rapport aux puissances de -» le second membre 

de cette équation, on aurait une suite infinie, ce qui donnerait j^r^a.^ en 
suite infinie; pour obvier à cet inconvénient, nous mettrons l'équation 
précédente sous cette forme 






t'tf^~ (\ .\' 
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Si l'on développe le second membre de cette équation, par rapport 
aux puissances de r — 6, on aura 

X I a*-\-a:{C'\- ab) - 






Soient 



1.2 1.2 

1.2.3 1.2 ' 

-+- J?t -^ b{c H- a6)»a*-*H î^ '-\ {c -+- aô)»a«-», 

1.2 I.2.0 



on aura 









(t-y ■■■ a-) 



or l'équation 



I 

\ a b . \ t 

— c — o donne = r> 

tt^ t^ t i , c-\-ab 

b 

h 

partant 

*t^* 1 c-+-a6\^ y (c -h aby \t ) 



- X 



\(x-^x,) / , Y 
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Pour rfîpaftftcr maintonant des fonctions génératrices à leurs variables 
correspondantes, nous observerons : i° que le coefficient de /•/J dans 

>>/•• ^'^^ y^^Ci'* ^^ fl"^ ^® même coefficient dans un terme quelconque 
tel que i/( - — hj ou ^f^\-r: i) est égal à 

el, par conséquent, égal a 6''*A'"^~^> la caractéristique différen- 
tielle *A se rapportant à la variabilité de a?,, et cette variable devant 
i^lre supposée nulle après les diflerentiations; 3® que ce coefficient, 

dans u('' — a j , est a'' A'' ^^^9 la caractéristique A se rapportant à la 

variabilité de x, et cette variable devant être supposée nulle après les 
diiïérentialions; on aura donc avec cette condition 



' * ' O'i //*• 6*1 



V, 



* * c-hab a* (c-i-aby a* 






00 sera Tintégralo oompl6tc de Téquation 



ot il est visible que cette intégrale suppose que Ton connaît le pre- 
mier rang horiiontal et le premier rang vertical de la Table (Q> de 
ParticleXVK 

XXIK 

Pour écUircir |^r un exemple la méthode que nous avons donnée 
pnêOfMlemmont pour intogn^r les équations aux diffonî*nces finies par- 
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tielles, supposons que l'on ait l'équation 



o^. (;--.)'--/.(.;- -.y. 



on aura 



I _ I ' ^ ' / ' \ 

Soit 



p-z+;z"'. 



Z et Z^'^ étant des fonctions de /, et de a?; on déterminera ces fonc- 
tions en substituant successivement dans l'équation précédente, au 

lieu de -) ses deux valeurs; ce qui donne 

[j'-à-ia-'')]'=^-^'"[r,-J'.-5a-")} 

[j'-îk--K.'--")r=-^'--[5'!,*^-Kt-")]- 

d'où il est aisé de conclure 

Z(i)- il , 



partant 



I 



1 - j 



u __ tf-« ^' u t^, ^ 



t^ ti — i t i 



^1 



Présentement, le coefficient de /®^[* dans p est j^,^,, et, si Ton désigne 
par iXj. et nXj. les coefficients de t"^ dans le développement des fonc- 
tions-^ — et > (tétant égal à la suite infinie>o-*-^<^-+- ^2^^ -»-•••♦ 

I 

t 

Œuvres de L. — \. ÏO 
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on aura 



o 



?/ 



l/o.x-^x.-i pour le coofficienl de tU\* dans Tr-Trrrr7\ ' 

ut' 
1ro,*,-x pour ce coefficient dans -^ — -; 



"^l.x+or, 



)> )) )) 



•1 
U I 

_IJL. 

u 



4° nj,.,.-. 



7*^ 



» » » 



I 



On aura donc 

et, si Ton représente 

l7o,x+ar.-j-t-Il7,.;c^j,. par 9(x-i-x,) 
et 

— l/o.x.-x—II/i,^,.^ par tj;(j:i — j:), 

0(0-) et ^(x) étant deux fonctions arbitraires de x^ on aura 

7x,x. = 9(^ -*- ^i ) -H ^K J?i — a:). 

Cela posé, si Ton multiplie l'équation 



o^.(;--. )'-..(! -.y 



par 1/ et que Ton repasse des fonctions génératrices k leurs variables 
correspondantes, on aura l'équation aux différences partielles 

7x4-!, X| ^yx,Xi "+'7jr-l,x, ^^^ yXfXx-i-i ^.Vx,x, "+'.VjP»Jri-l » 

son intégrale complète sera par conséquent 

ce qui est visible d'ailleurs par la simple substitution, mais j'ai cru 
que l'on ne serait pas fâché de voir comment cette intégrale se déduit 
des méthodes précédentes. 
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(Z) 



• • • 



• • • 



7î,o. 


.X«.o> 


>^*,o> 


• • •» 7ii-i,o» 


7«.o» 


Jm. 


/a.i» 


74.1. 


• • • > 7/1 - ! , 1 » 


7w,i» 


^î.î» 


.Xs.î» 


74.2. 


• • •> 7«-l.i» 


7«.*> 


J'j.s» 


.rs,.^» 


.r4.3> 


. . . , V/,_i,3, 


7«.3» 


... y 


• • • » 


• • • » 


• • • > > 


• • • » 


/î,«» 


/«.«• 


7*.«» 


• • • > 7«-t,9B> 


7'».«" 



on connaisse les deux premiers rangs horizontaux compris entre les 
deux colonnes verticales extrêmes 



7o,o» 7oii» 7w«î» 
7'»»o» 7'»»i» 7'»«î» 



• • > 7ot *♦ 

• • > 7'»»«' 



et que Ton connaisse de plus tous les termes de ces deux colonnes; 
on pourra déterminer toutes les valeurs de yj^^^, qui tombent entre 
ces deux colonnes, car, si l'on veut former le troisième rang horizontal, 
on reprendra l'équation 



qui se réduit à 



7j?.J^i-+-ï — yx-^\^Xi "+■ 7-r-I.Xi ~ 7*1^1— t ♦ 



en V faisant ;z?, = i, et successivement x = 1^ x 
a? = /i — I, on aura 

7».ï ^^ 7î.i "*" 7".i — 7>.o» 
7«.< ^= 7s.î "*~ 7i.i ~ 7*.o> 
7s.î --7*,i-+-7«;t — 7s.o. 



-^— 2, «I7 ^— ^ O, 



7»-t.« — 7/».i "^ 7»-«.i — 7n-i.o' 



On formera de la même manière le quatrième rang horizontal, et ainsi 
de suite à l'infini; mais, si l'on voulait déterminer les valeurs de 7^^^ 
qui tombent hors de la Table (Z), les conditions précédentes ne suffi- 
raient pas, et il serait nécessaire d'y en joindre d'autres. 
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Cherchons présentement l'expression de^^^. ; pour cela, reprenons 
rintégrale 

et supposons que le second rang horizontal qui détermine une des 
deux fonctions arbitraires soit tel que l'on ait ^'(^i — ^) ~ ?(^ — -^i)» 
on aura 

en faisant a:, := o, on aura ç(a?) — ^v^^o* partant 

Il est aisé de voir que cette équation satisfait à l'équation proposée 
aux différences partielles; mais elle n'est qu'une intégrale particulière 
qui répond au cas où le second rang horizontal se forme du premier, 
au moyen de l'équation 

Tant que x -\- x^ sera égal ou moindre que w, et que x — x^ sera 
positif ou nul, on aura la valeur de j^^^, au moyen du premier rang 
horizontal; mais, lorsque x^ croissant, x -\- x^ deviendra plus grand 
que n et que x — x^ deviendra négatif, il faudra déterminer les valeurs 
de yx-^x,,o ^^ de yx-x^a au moyen des colonnes verticales extrêmes. 
Supposons que tous les termes de ces deux colonnes soient zéro et 
qu'ainsi l'^n ait 70.x, = o 6^J/».r, = «; en faisant o? -- o dans l'équation 

on aura 

y~xx,(i'^ " ^'xmoî 

en y faisant ensuite o: — /?, on aura 

Si l'on change» dans cette dernière équation, x^ en /i -h o?,, on aura 
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en changeant encore a?, en /i-f- a?,, on aura 

(1*011 Ton tire généralement 

et 

On pourra ainsi» au moyen de ces deux équations, continuer les 
valeurs de j^^.,© à l'infini, du côté des valeurs positives de x, et Ton en 
conclura celles qui répondent à x négatif, au moyen de l'équation 
y_^ ,0 = — Ja:,.o ; de là résulte la construction suivante. 

Si l'on représente les valeurs de jj,© depuis x — o jusqu'à x = n, 
par les ordonnées des angles d'un polygone dont l'abscisse soit x et 
dont les deux extrémités A et B aboutissent aux points où a? = o et 
0? = /i, on portera ce polygone depuis x == n jusqu'à x ~ 2/1, en lui 
donnant une position contraire à celle qu'il avait depuis x = o jus- 
qu'à X = n, c'est-à-dire une position telle que les parties qui étaient 
au-dessus de l'axe des abscisses se trouvent au-dessous, le point B du 
polygone restant d'ailleurs, dans cette seconde position, à la même 
place que dans la première, et le point A répondant ainsi à l'abscisse 
a: = 2/1; on placera ensuite ce même polygone depuis x = 2n jusqu'à 
07 = 3/1, en lui donnant une position contraire à la seconde et par con- 
séquent semblable à la première, de manière que le point A conserve, 
dans cette troisième position, la même place que dans la seconde, et 
qu'ainsi le point B réponde à Tabscisse x=3n. En continuant de 
placer ainsi ce polygone alternativement au-dessus et au-dessous de 
l'axe des abscisses, les ordonnées menées aux angles de ces polygones 
seront les valeurs de j^,© qui répondent à x positif. 

Pareillement, on placera ce polygone depuis x = o jusqu'à x= —ii, 
en lui donnant une position contraire à celle qu'il avait depuis ^ = o 
jusqu'à a? = 71, le point A restant d'ailleurs, dans cette seconde posi- 
tion, à la même place que dans la première ; on placera ensuite ce poly- 
gone depuis X == — n jusqu'à x = ~ 2/1, en lui donnant une position 
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contraire à la seconde, le point B restant d'ailleurs à la même place, 
et ainsi de suite à l'infini. Les ordonnées de ces polygones représen- 
teront les valeurs de v^ o qui répondent à x négatif; on aura ensuite la 
valeur de v^,r, ^*n prenant la moitié de la somme des deux ordonnées 
qui répondent aux abscisses x -h- x^ Qix — x^. 

Cette construction géométrique est générale, quelle que soit la 
nature du polygone que nous venons de considérer; elle servira à 
déterminer toutes les valeurs dej^^j.^ comprises depuis j7 = o jusqu'à 
X - n et depuis j?, — o jusqu'à x^ = x, pourvu que l'on ait jo,x, = o 
eiy^ j,— o, et que d'ailleurs le second rang horizontal de la Table (Z) 
soit tel que Ton ait 

ou, ce qui revient au même. 

On peut, au reste, s'assurer facilement de la vérité des résultats 
précédents dans des exemples particuliers, en donnant à n des valeurs 
particulières, en prenant ensuite des nombres à volonté pour former 
le premier rang horizontal de la Table (Z) et en formant le second 
rang au moyen de l'équation 

enfin en supposant généralement j^o.x,= o et j„^^=o; car, si au 
moyen de ces conditions et de l'équation proposée aux différences 
partielles 

on forme les autres rangs horizontaux de la Table (Z), on trouvera 
qu'ils seront les mêmes que ceux qui résultent de la construction pré- 
cédente. 

On a, par ce qui précède. 



\ 



1 1- 



de plus, 



yx,Xx-^n -" î^^x-f-x,-»-i»,0 "+" j^'x' n-x,,vî 



yx f-4r,+/i,o — - J>'/i— jr— j-,,0 
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et 

donc 

Il suit de là que, dans la Table (Z), le (a7| -+- /ly**"»** rang horizontal 
est le X**"* rang horizontal pris avec un signe contraire et dans un 
ordre renversé, c'est-à-dire que le terme r'"°*' du rang (j7, -+- /xy""*- est 
le terme (n — r)**"'* du a?'*"* rang pris avec un signe contraire. 

On a ensuite 

on a d'ailleurs 

^'l/n-x-»-x,,0 — - J^'x-f-X, ,0 

et 

^.r-X|-t/ï,o -~ ^^'î/i-f-x,— x.o -^- J^Xi— x,o — -■ »^x— X|,o» 

partant 

d'où il suit que le (^r, -+- ^/i)*^"**" rang horizontal est exactement égal 
au j?**"' rang. 

Considérons présentement les vibrations d'une corde dont la figure 
initiale soit quelconque, mais fort peu éloignée de l'axe des abscisses; 
nommons x l'abscisse, / le temps, j^r.r l'ordonnée d'un point quel- 
conque de la corde après le temps t; concevons de plus l'abscisse x 
partagée dans une infinité de petites parties égales à ££r et que nous 
prendrons pour l'unité. Cela posé, on aura, parles principes connus 
de Dynamique, 

a étant un coefficient constant dépendant de la tension et de la gros- 

T* fil* 

seur de la corde. Si l'on fait / = — , on aura dt = — ^> et y, . devien- 

dra une fonction de x et de x^^ que nous désignerons par j^.,^ ; or, la 
grandeur de di étant arbitraire, on peut la supposer telle que la varia- 
tion de x^ soit égale à celle de a?, que nous avons prise pour l'unité. 
L'équation précédente deviendra ainsi 

^x,x,-+-i 2J^x,x, -+- J'x,x,-l =^ ^x-f-i.x, 2 Xx,x, "+- J^x-l,x,» 
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X et X, étant des nombres infinis. Cette équation est la même que 
nous venons de considérer; ainsi la construction géométrique que 
nous avons donnée, au moyen du polygone qui représente la valeur 
de jj.,0* depuis j: := o jusqu*à x = n, peut être employée dans ce cas : 
le polygone sera ici la courbe initiale de la corde; mais, pour cela, 
il faut supposer n égal à la longueur de la corde et la concevoir par- 
tagée dans jane infinité de parties; il faut, de plus, que la corde soit 
fixe à ses deux extrémités, afin que Ton ait Vo.r. = « ^^yn.x, ~ ^î d'ail- 
leurs Téquation de condition 



se change dans celle-ci 

'^' ai -'"^ Tjl^' 
ce qui donne 

civ 

or -"-rf^ est la vitesse initiale de la corde; celte vitesse doit donc être 

nulle à rorigine du mouvement. Toutes les (ois que ces conditions 
auront lieu, la construction précédente donnera toujours le mouve- 
ment de la corde, quelle que soit d*ailleurs sa figure initiale, pourvu 
cependant que, dans tous ses points, v,*t,»— 2v^^,.^-i- v,..» soit infi- 
niment petit du second ordre, c*est-à-dire que deux côtés contigus de 
la courbe ne forment point entre eux un angle fini. Cette condition est 
nécessaire pour que Téqualion différentielle du problème puisse sub- 
sister, et pour que celle-ci 



-----dt - }' v^,.* — a v^.*— V, u#^ 



ai 
donne 

mais d'ailleurs il est évident, par ce qui précède, que la figura initiale 
de la cor\1e p^'ul ètr^ discontinue et composée d'un nombre quel- 
o\^nque d'arvs de ci^ni^le ou de portions de courbe qui se louchent. 
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On yoit aisément que toutes les différentes situations de la corde 
répondent aux rangs horizontaux de la Table (Z), et, comme les rangs 
qui correspondent aux valeurs de a?,, a?, -+- 2/1, ar, -+- 4w, . . . sont les 
mêmes, par ce qui précède, il en résulte que la corde reviendra à la 

même situation après les temps /, / -f- — > /-h — > •••> n étant toujours 

la longueur totale de la corde. 

Cette analyse des cordes vibrantes établit, si je ne me trompe, d'une 
manière incontestable la possibilité d'admettre des fonctions disconti- 
nues dans ce problème, et il me parait que Ton en peut généralement 
conclure que ces fonctions peuvent être employées dans tous les pro- 
blèmes qui se rapportent aux différences partielles, pourvu qu'elles 
puissent subsister avec les équations différentielles et avec les condi- 
tions du problème. On peut considérer, en effet, toute équation aux 
différences partielles infiniment petites comme un cas particulier 
d'une équation aux différences partielles finies, dans laquelle on sup- 
pose que les variables deviennent infinies : or, rien n'étant négligé 
dans la théorie des équations aux différences finies, il est visible que 
les fonctions arbitraires de leurs intégrales ne sont point assujetties à 
la loi de continuité, et que les constructions de ces équations par le 
moyen des polygones ont lieu quelle que soit la nature de ces poly- 
gones. Maintenant, lorsqu'on passe du fini à l'infiniment petit, ces 
polygones se changent dans des courbes qui, par conséquent, peuvent 
être discontinues : ainsi la loi de continuité ne parait nécessaire, ni 
dans les fonctions arbitraires des intégrales des équations aux diffé* 
rences partielles infiniment petites, ni dans les constructions géomé- 
triques qui représentent ces intégrales ; il faut seulement observer que, 
si l'équation différentielle est de l'ordre n, et que l'on nomme u sa va- 
riable principale, a? et / étant les deux autres variables, il ne doit point 

y avoir de saut entre deux valeurs consécutives de . . ..„" . > c'est- 

à-dire que la différence de cette quantité doit être infiniment petite 
par rapport à cette quantité elle-même. Cette condition est nécessaire 
pour que l'équation différentielle proposée puisse subsister, parce que 

Œuvres de L, — X. II 
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toute équation différentielle suppose que les différences de a dont elle 
est composée, divisées par les puissances respectives de dx et de dt^ 
sont des quantités finies et comparables entre elles; mais rien n'oblige 
d'admettre la condition précédente relativement aux différences de u 
de Tordre n ou d'un ordre supérieur; on doit donc assujettir les fonc- 
tions arbitraires de l'intégrale à ce qu'il n'y ait point de saut entre 
deux valeurs consécutives d'une différence de ces fonctions moindre 
que n^ et les courbes qui les représentent doivent être assujetties à 
une condition semblable, en sorte qu'il ne doit point y avoir de saut 
entre deux tangentes consécutives si l'équation est différentielle du 
second ordre, ou entre deux rayons osculateurs consécutifs si elle est 
différentielle du troisième ordre, et ainsi de suite. Par exemple, dans 
le problème des cordes vibrantes que nous venons d'analyser» et qui 
conduit à une équation différentielle du second ordre, il est nécessaire 
que les courbes dont on fait usage pour le construire soient telles que 
deux côtés contigus ne forment point entre eux un angle fini : or, 
c'est ce qui aura lieu dans la construction que nous avons donnée si 
la figure initiale de la corde est telle que cette condition soit remplie; 
car, en la posant alternativement au-dessus et au-dessous de l'axe des 
abscisses, comme nous l'avons prescrit, la courbe infinie qui en 
résulte satisfait dans toute son étendue à la même condition. 

Le seul cas qui semble faire exception à ce que nous venons de 
dire est celui dans lequel l'intégrale renferme les fonctions arbitraires 
et leurs différences; car, en la substituant dans l'équation différen- 
tielle pour y satisfaire, on y introduit les différences des fonctions 
arbitraires d'un ordre supérieur à /i, ce qui suppose que la loi de con- 
tinuité s'étend au delà des différences de l'ordre /i ^ i; mais on doit 
alors considérer comme les véritables fonctions arbitraires de l'inté- 
grale les différences les plus élevées de ces fonctions, et regarder 
toutes les différences inférieures comme leurs intégrales successives, 
moyennant quoi la règle donnée précédemment sur la continuité des 
fonctions arbitraires et de leurs différences subsistera dans son en- 
tier. On peut même la présenter d'une manière plus simple, en obser- 
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Tant qu'il n*y a point de saut entre deux valeurs consécutives de l'in- 
tégrale d'une fonction quelconque arbitraire et discontinue; car, en 
nommant 9(x) cette fonction, deux valeurs consécutives de son inté- 
grale Jds^(s) ne diffèrent entre elles que de la quantité ds(f(s), qui 
serait toujours infiniment petite, quand même il y aurait un saut entre 
deux valeurs consécutives de (f(s). La règle précédente peut donc se 
réduire à la suivante : 

Si' r intégrale d'une équation aux différences partielles, de l'ordre n 
renferme la différence r*^'"' d'une fonction arbitraire de 5, on pourra, au 
Heu de la différence (n ^r)'^'"^ de cette fonction, divisée par ds"^''^ em- 
ployer une fonction quelconque discontinue de s. 

Lorsque, dans le problème des cordes vibrantes, la figure initiale 
de la corde est telle que deux de ses côtés contigus forment un angle 
fini, par exemple lorsqu'elle est formée par la réunion de deux lignes 
droites, il me semble que géométriquement la solution précédente ne 
peut être admise; mais, si l'on considère physiquement ce problème 
et tous les autres de ce genre, tels que celui du son, il parait que l'on 
peut appliquer la construction que nous avons donnée, même au cas 
où la corde serait formée du système de plusieurs lignes droites : car 
on voit, a priori, que son mouvement doit très peu différer de celui 
qu'elle prendrait en supposant que, aux points où ces lignes se ren- 
contrent, il y ait des petites courbes qui permettent d'employer cette 
construction. 

XXIII. 

On peut encore appliquer le calcul des fonctions génératrices à l'in- 
tégration des équations aux différences partielles, en partie finies et 
en partie infiniment petites; pour cela, considérons l'équation 

la caractéristique finie A se rapportant à la variable ^, dont la diffé- 
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rence est l'unité, et la caractéristique d se rapportant à la variable x^^ 
dont la différence est conséquemment dx^ . 
L'équation génératrice de la précédente est 



d*où Ton tire, à Tinfiniment petit près. 

Or, si Ton nomme y^^^x, le coefficient de /*/|' dans w, le coefficient de 
t^t'^* dans — sera j^;r,*,; ce même coefficient dans 



Iff^'ii-hadûPi — bdxt) J 



sera 



yo,x, -f- J? fl^i 7o.Jr.-^ (>g — l)g^i 

■r, 

( I 4- a rfx, — 6 cfcr, )*'•'• 

Or on a 

( I -h a rfj?, — 6 dxi )*'•'« = e^*»-^^-'», 

e étant le nombre dont le logarithme hyperbolique est l'unité; le coef- 
ficient de t^t]' dans M -TT-;^ 4 j-j — - —i sera donc 

partant, on aura 
OU, plus simplement, 

9(ir,) étant une fonction arbitraire de a?,. 
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On peut intégrer, par le même procédé, Féquation générale 

son équation génératrice est 

En nommant donc a, ol^^ a, les n racines de Féquation 
on aura les n équations partielles 



i — _?L f ^ ^ \ 



la première donne 



j _ «^ r I 'I' 



// 



Or le coefficient de /®/^* dans ~ est Xx,x.; ce même coefficient dans 

"ix 

— Il est 



M'-'-^r] 



yo,x. -H ^ dxt ^.ro.x,-*-(a: — Oû^jT, , 

— X ■ 



èK-^r (-^) 






^(•2^ — .ro.x,H-(-^— 2)âfj7, 



'•2 , . . ~'-4-.r-i 



(■ - w 



a. 
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parce que 

on aura donc 

OU, plus simplement, 

y""-* '' d^ ' 

ç(a7,) étant une fonction arbitraire de x,. 

I] suit de là que, si l'on désigne par fi(a;,), (f»(iv,), 9s(d7|), ... 
d'autres fonctions arbitraires de x,, l'expression complète y^ sera 

XXIV. 

Théorèmes sur le développement des /onctions à deux variables 



• • • • 



f 



en senes. 



Si Ton applique aux fonctions à deux variables la méthode exposée 
dans les articles X et XI, on aura, sur le développement de ces fonc- 
tions en séries, des théorèmes analogues à ceux auxquels nous sommes 
parvenu dans ces deux articles. Supposons que u soit égal à la suite 
infinie 



et que Ton désigne par la caractéristique A la différence finie de j^^.t 
prise en faisant varier à la fois x elx^^ la fonction génératrice de Ay,^, 

sera ui-^^ — i ); d*où il suit que la fonction de A^v^.,^ sera u[^ "" ' ) • 
Or on a 
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ce qui donne 

partant, si Ton désigne par la caractéristique A| la différence finie de 
Jx^x,^ prise en ne faisant varier que a:, et par la caractéristique Aa cette 
différence prise en ne faisant varier que x^^ on aura, en repassant des 
fonctions génératrices aux variables correspondantes, 

pourvu que, dans le développement du second membre de cette équa- 
tion, on applique aux caractéristiques A, et A, les exposants des puis- 
sances de ^xyxyx, et de ^^y^.xr 

En changeant n en - /i, on s'assurera facilement, par un raisonne- 
ment analogue à celui de l'article X, que Téquation précédente de- 
viendra 






[( I -h A,yar,x.) (I -h AiJ^V,,) - l]« ' 



pourvu que, dans le dévePoppement du second membre de cette équa- 
tion, on change les différences négatives en intégrales. 

Il est clair que w(-j^ — i] est la fonction génératrice de la diffé- 
rence finie /i**'"* de j^,ar, lorsque x varie de i, et que a?, varie de i,; or 
on a 

donc, si Ton désigne par la caractéristique *A les différences finies, et 
par la caractéristique *L les intégrales finies, lorsque a? varie de i et que 
a?, varie de i,, on aura, en repassant des fonctions génératrices aux va- 
riables correspondantes, 

* A«7.,:r. = [( I -H A,7,..^. )' ( I -^ A,/^.,. )'. - I ]», 

pourvu que, dans le développement des seconds membres de ces équa- 
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lions, on applique aux caractéristiques A, et A, les exposants des puis- 
sances de A, ja^^^ et de A,j^,j..» et que l'on change les différences néga- 
tives en intégrales. 

Les deux équations précédentes ont encore lieu, en supposant que» 
dans les différences A,j^,x, et ùk^y^^j^^, a: et a;,, au lieu de varier de 
l'unité, varient d'une quantité quelconque a; on doit seulement ob- 
server que, dans la différence ^Aj,,^,, x variera de m et a?, variera 

de «,ct; or, si l'on suppose xs infiniment petit, les différences ù^^yx^x, et 

dy 
Aij;r,x. se changeront : la première dans iir-^^ et la seconde dans 

dx^ -^^^- De plus, si Ton fait i et i| infiniment grands et que Ton sup- 
pose idx = a et «, dx^ = a, , on aura 

e étant le nombre dont le logarithme hyperbolique est Tunité; on aura 
pareillement 

^ ïx.xx — / dy âr \'*' 

(/^"■^_,) 

X variant de a et rr, variant de a, dans les deux premiers membres de 
ces équations. 

Si, au lieu de supposer ex infiniment petit, on le suppose fini et i in- 
finiment petit et égal à d!r; si Ton suppose, de plus, i, infiniment petit 
et égal à dxt , on aura 

(I -+- A,y;r.x.)'= (i 4- A,^^,,,)*'*= I -+- dx log(i 4- Aj^,,.). 

On aura pareillement 

(' -+- ^lyx.x^y' = 1 -f- rfd:, log(i 4- àfx^xj; 



partant 
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d'ailleurs M*y,xv, se change en rf^j^r,*.; partant 

rfVx,*.^ t [(i -+- dx log(i -+- A,/x,,,)] [i 4- dx, log(i 4- A,7;,.«,)] — i j« 

OU, plus simplement, 

û^V*.x.= [^^ log(i -+- A, j^,^.) -+- dx^ iog(i 4- A,7^,;r.)]''. 

On pourrait obtenir de cette manière une infinité d'autres formules 
semblables; mais il sufRt d'avoir exposé la méthode pour y parvenir. 
Tout ce que nous avons dit sur les fonctions à deux variables pou- 
vant s'appliquer également à celles de trois ou d'un plus grand nombre 
de variables, nous n'insisterons pas davantage sur cet objet. 



QÊùu^res de L, '^ %, i% 
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DÉTERMINATION DES ORBITES DES COMÈTES. 



Mémoires de l'Jcadémie royale des Sciences de Paris, année 1780; 1784. 



I. 

Newton a donné» à la fin de Topuscule intitulé : De Systemate mundi, 
une méthode fort simple pour déterminer les orbites des comètes. 
Cette méthode» adoptée depuis par plusieurs géomètres» est fondée 
sur la supposition du mouvement rectiligne et uniforme de la comète, 
dans rintervalle de trois observations très peu éloignées entre elles; 
en sorte que» si l'on considère cet intervalle comme un infiniment 
petit du premier ordre» on néglige les quantités du second ordre qui 
dépendent de la courbure de l'orbite et de la variation du mouvement 
de la comète. Cependant on ne détermine» dans cette méthode» la posi- 
tion de la petite droite que la comète est censée décrire» qu'au moyen 
des différences secondes de la longitude ou de la latitude géocentrique ; 
on y rejette donc des quantités du même ordre que celles que l'on em- 
ploie» ce qui doit nécessairement la rendre fautive. Je fis part à l'Aca- 
démie» il y a quelques années» de cette remarque que m'avait fait naître 
la lecture d'un Mémoire qui lui avait été présenté sur cet objet (Histoire 
de V Acculémie, année 1773, p. 60); et, pour la confirmer a posteriori, 
je prouvai que» dans plusieurs cas» la méthode dont il s'agit conduisait 
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à des résultats fort éloignés de la vérité, en indiquant, par exemple, 
un mouvement réel direct lorsqu*il était rétrograde. Je ne poussai pas 
alors plus loin ces recherches; mais, les savants Mémoires que MM. de 
la Grange et du Séjour viennent de publier ayant réveillé mes an- 
ciennes idées sur cette matière, je vais présenter ici les réflexions 
que j'ai faites sur un problème qui, par son importance et sa diffi- 
culte, mérite toute l'attention des géomètres. 

La solution générale de ce problème, pour trois observations éloi- 
gnées, étant au-dessus des forces de l'Analyse, on est obligé de recourir 
à des observations peu distantes entre elles; mais alors les erreurs 
dont elles sont toujours susceptibles peuvent influer très sensible- 
ment sur les résultats. Dans les méthodes connues, ces résultats sont 
donnés en séries, et les observations peuvent être supposées d'autant 
plus éloignées que l'on y considère un plus grand nombre de termes. 
C'est ce que Newton a fait dans la belle solution synthétique qu'il a 
donnée de ce problème, dans le troisième Livre des Principes; mais 
la formation des termes successifs de ces séries est très pénible, et 
cette manière de corriger l'influence des erreurs des observations 
serait peu commode dans la pratique. Ef^ cherchant un moyen plus 
simple de corriger cette influence, j'ai pensé que l'on pouvait faire 
servir à cet usage les observations voisines d'une comète, et que, au 
lieu de se borner à trois comme on l'a fait jusqu'ici, on pouvait en 
considérer un plus grand nombre. Pour cela, il suffit de déterminer 
par les méthodes connues d'interpolation les données de l'observa- 
tion qui entrent dans la solution du problème. Le choix de ces don- 
nées étant arbitraire, j*ai préféré celles qui offrent le résultat analy- 
tique le plus simple et le plus exact : ces données sont la longitude et 
la latitude géocentrique de la comète à une époque fixe, et leurs pre- 
mières et secondes différences infiniment petites, divisées par les 
puissances correspondantes de l'élément du temps. Je donne, pour 
les obtenir, des formules très commodes et qui sont d'autant plus 
précises que les observations sont en plus grand nombre et faites 
avec plus de soin. 



DES ORBITES DES COMÈTES. 95 

Cette manière d'envisager le problème de la détermination des 
orbites des comètes m'a paru réunir deux avantages : le premier est 
de pouvoir employer des observations distantes entre elles de 3o^ et 
même 4o^ et de corriger par le nombre des observations rinfluence 
de leurs erreurs; le second avantage est d'offrir des formules simples 
et rigoureuses pour calculer les éléments des orbites des comètes» en 
partant des données précédentes. Ici les approximations tombent sur 
les données de l'observation» et l'analyse est rigoureuse; au lieu que» 
dans les méthodes connues» les observations sont supposées parfai- 
tement exactes et les résultats analytfques ne sont qu'approchés. 
La considération des équations différentielles du second ordre qui 
donnent le mouvement de la comète autour du Soleil me conduit 
immédiatement» et sans aucune intégration» à une équation du sep- 
tième degré pour déterminer la distance de la comète à la Terre» et 
tous les éléments de l'orbite se déduisent ensuite très facilement de 
cette distance supposée connue. 

Cette théorie étant indépendante de la nature de la section conique 
que décrit la comète» la supposition du grand axe infini fournit une 
nouvelle équation du sixième degré» particulière à la parabole» pour 
déterminer la distance de la comète à la Terre. En la combinant avec 
l'équation précédente du septième degré» on aurait : i^ cette distance 
par une équation linéaire ; 2^ l'équation de condition qui existe entre 
les données de l'observation pour que le mouvement observé puisse 
satisfaire à une orbite parabolique. Mais cette manière de déterminer 
la distance de la comète à la Terre serait très pénible, et il est beau- 
coup plus simple de chercher» par des essais, à satisfaire à l'une ou à 
l'autre des équations précédentes. 

Puisque le problème de la détermination des orbites paraboliques 
des comètes conduit à plus d'équations que d'inconnues» il existe une 
infinité de méthodes différentes pour déterminer la distance de la 
comète à la Terre ; mais» parmi ces méthodes» il en est dans lesquelles, 
l'influence des erreurs des observations est moindre que dans les; 
autres et qui» par cette raison» doivent être préférées. Pour les oh^ 
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tenir, j'observe que les données sur lesquelles tes erreurs des obser- 
vations doivent le plus influer sont les différences secondes tant de la 
longitude que de la latitude géocentrique; or, comme on n'aqu^une 
équation de plus que d'inconnues, il est impossible de les éliminer 
toutes deux à la fois. En les éliminant donc successivement Tune et 
l'autre, je parviens à deux systèmes d'équations, dont le premier doit 
être employé lorsque la différence seconde de la longitude surpasse 
celle de la latitude et dont il faut employer le second dans le cas con- 
traire. Ces deux méthodes sont, si je ne me trompe, les plus exactes 
auxquelles on puisse parvenir dans l'état actuel de TAnalyse. En con- 
sidérant avec attention la première, j'ai reconnu qu'elle était une tra- 
duction analytique de la méthode synthétique que Newton a donnée 
dans le troisième Livre des Principes, et je rends avec plaisir à ce 
grand géomètre la justice d'observer que, en même temps qu'il a 
traité le premier cet important problème, il est parvenu à la solution 
la plus exacte qui en ait été donnée, du moins quand la variation du 
mouvement apparent de la comète en longitude est plus sensible que 
celle de son mouvement en latitude; elle est même indispensable 
lorsque le mouvement en latitude varie d'une manière presque insen- 
sible, comme cela a lieu pour les comètes dont Torbite est pe? 
inclinée au plan de l'écliptique, toutes les autres méthodes devr 
nant alors insuffisantes. 

Les éléments de l'orbite d'une comète étant connus à peu près, 
est aisé, par un grand nombre de moyens, de les corriger en f 
ployant trois observations éloignées: mais ces différents moyens 
sont pas tous également simples, et il est intéressant de rechet 
celui qui présente le calcul le plus court et le plus facile : or i 
paru que la méthode qui jouit au plus haut degré de cet av; 
consiste à faire varier la distance périhélie et l'instant du f 
de la comète par ce point. Je l'expose donc avec tout le dèt* 
venable; mais, comme alors la connaissance approchée d^ 
éléments de Torbite devient inutile et qu'il est important^ 
problème aussi compliqué, d'épargner au calculateur tou%. 
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rations superflues, je donne les formules nécessaires pour tirer immé- 
diatement de la valeur de la distance de la comète à Terre sa distance 
périhélie et l'instant de son passage par ce point. Enfin, pour faci- 
liter aux astronomes Tusage de cette méthode, j'expose à la fin de ce 
Mémoire, sous la forme qui m'a paru la plus simple, le procédé qu^il 
faut suivre pour déterminer exactement les éléments de l'orbite d'une 
comète, en ayant soin, pour plus de clarté, de l'appliquer h la comète 
de l'année 1773. M. Méchain ayant bien voulu l'appliquer a la seconde 
des deux comètes qu'il a découvertes en 1 781, je joins ici son calcul, 
qui me parait très propre à faire sentir l'utilité des formules que je 
propose, parce que le mouvement apparent de cette comète ayant été 
presque perpendiculaire à l'écliptique, la détermination de son orbite 
par les observations qu'il a choisies se refuse h la méthode de Newton 
et aux autres méthodes déjà connues. Je dois ajouter encore que 
M. Pingre m'ayant fait l'honneur de me demander un précis de la 
méthode suivante pour l'insérer dans le grand Ouvrage qu'il prépare 
sur les comètes, ce savant astronome en a fait l'application à la comète 
de 1763, et que la première approximation lui a donné, à très peu près, 
la distance et l'instant du périhélie, tels qu'il les avait précédem- 
tnent déterminés par la discussion de toutes les observations de cette 
comète. 

II. 

Soient, à une époque donnée, p l'ascension droite d'une comète et 

ç ssk déclinaison boréale, les déclinaisons australes devant être sup- 

poHées négatives; en désignant par z le nombre des jours écoulés 

degyuis cette époque, l'ascension droite et la déclinaison de la comète 

apf es cet intervalle seront exprimées par les deux suites 

dp 5' d*p 5* €pp 

^ ^ dz 1.2 dz^ 1.2.3 dz^ 



• • « 



^dg 5* d^q z* d*q 

^ ^ dz 1.2 dz* 1.2.3 dz* 
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On déterminera les valeurs de p^ -^y ^> ^, ••-, q, ^-> ••• au 
moyen de plusieurs observations; mais comme, dans la suite de ces 
recherches, nous n'aurons besoin que de connaître /?, ;—> ;t~> 
q, 5^ ®' d^' ^^^^ allons exposer ici les formules les plus simples 
pour les obtenir. 

Soient 6, è\ &\ 6", ... les ascensions droites successives observées 
de la comète; y» Y* Y* Y*'» ••• '^^ déclinaisons boréales correspon- 
dantes. On divisera la différence & —& par le nombre de jours qui 
séparent la première de la seconde observation ; on divisera pareil- 
lement la différence 6'' — & par le nombre de jours qui séparent la 
troisième de la seconde observation; on divisera encore la diffé- 
rence 6*'— &" par le nombre de jours qui séparent la quatrième de 
la troisième observation, et ainsi de suite. Soit S6, S6% S6% £6'', ... la 
suite de ces quotients. 

On divisera la différence £6'— £6 par le nombre de jours qui séparent 
la troisième de la première observation ; on divisera pareillement la dif- 
férence l^" — S6' par le nombre de jours qui séparent la quatrième de 
la seconde observation ; on divisera encore la différence 56*'— S6^ par 
le nombre de jours qui séparent la cinquième de la troisième observa- 
tion, et ainsi de suite. Soit S'6, 8*6', S'6'', ... la suite de ces quo- 
tients. 

On divisera la différence S* 6'— S* 6 par le nombre de jours qui 
séparent la quatrième de la première observation ; on divisera pareil- 
lement la diff^érence S* 6''— 8*6' par le nombre de jours qui séparent 
la cinquième de la seconde observation, et ainsi de suite. Soit 8' 6, 
8'6\ ... la suite de ces quotients. On continuera ainsi jusqu'à ce que 
l'on parvienne à former 8"'"* 6, n étant le nombre des observations 
employées. Cela posé, si Ton nomme «, i', i", r, ... le nombre de 
jours dont l'époque ou l'ascension droite de la comète était /? pré- 
cède chaque observation, i, i', . . . devant être supposés négatifs pour 
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toutes les observations antérieures à cette époque, on aura 

$ = aê - («• -t- r) 3«6 + («'+ ir+ i'i')i*B 
dz 

— (iiT-f- i7'r-+- ifi^'-f- /'/''/*') 3*6 - . . ., 
^'* =3«6 — (i-4-i'-4-r)d>6 



H- ( w'-4. «I^^ l«^-4- /'«^-f- i' i^H- r*'') 3*6 ~ . . . . 

Les coefficients de — SS, -f-S^6, —S' 6, ... dans la valeur de/> sont : 
I** le nombre «; 2® le produit des deux nombres i et i'; 3*^ le produit 
de trois nombres 1, T, /", 

Les coefficients de — 5*6, -*- S*6, — 5*6, ... dans la valeur de -y- 

dz 

sont : 1^ la somme des deux nombres 1 et T; 2? la somme des produits 
deux à deux des trois nombres /, V et V'\ 3^ la somme des produits 
trois k trois des quatre nombres i, i\ i" et r, 

Les coefficients de — S* 6, -1-0*6, — S* S, ... dans la valeur de — ^ 

sont: i^ la somme des trois nombres i, i\ V'\ 2"^ la somme des produits 
deux à deux des quatre nombres 1, i\ i" et 1'"; 3*^ la somme des pro- 
duits trois à trois des cinq nombres i, T, 1", 1*', ^^ 

Il faudra, pour plus d'exactitude, fixer Tépoque vers le milieu de 
Tintervalle de temps qui sépare les deux observations extrêmes; et, 
si Ton prend pour cette époque l'instant d'une des observations 
moyennes, on sera dispensé de calculer les valeurs de p et de q. 

Lorsque les intervalles de temps qui séparent chaque observation 
sont égaux, on peut obtenir des formules plus simples que les précé- 
dentes. Supposons d'abord que le nombre des observations soit im- 
pair et égal à 2r+ i; nommons 1 le nombre des jours qui séparent 
chaque observation, et fixons l'époque à l'instant de l'observation 
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moyonno 6-''^ en sorte que p -- 6^''^; on aura 



P :^ e(r\ 



1.2.3 



2' 



i.2.o.4.'>.o.7 



rl^p _ A»6<^> I 



■^. A* €<'•-» ' 



i,2ds* ai* 2.3.4'* 

2.3.4.5.6/' 2.3.4.5.6.7.81* ' '' 

la caractéristique A étant celle des différences finies, en sorte que 
AS*''^ = 6^''**^ — 6^'^. Si le nombre des observations est pair et égal à ar, 
on prendra pour époque le temps moyen entre la première et la der- 
nière observation, et Ton aura 

2.4 

n nr — < 2.4.0.0 ., 

2 1 

r4^i— A«(6^-->^ + ê^^-*)) 

2.4.0.8. 10. 12 



-+- 



dp Aê^*"-*^ I . ^ 3* 

dz i 4.61 4-6.8. loi '* ' 

I.2t/5« 4i^ ^ ^ 4.6.8«« ^ ^ ^ 

4.b.8.io. i2«* ^ 

Je ne donne point ici la démonstration de ces formules, parce qu'il 
est aisé de la déduire de celles que Newton et les géomètres qui Pont 
suivi ont données sur l'interpolation des suites. 
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Il est visible que Ton aura les expressions de y, -7? et — ^^-' on 
changeant dans les précédentes 6 en y. '•'.:'••'.. 

Ces expressions se prolongent à l'infini et forment des suites d'aii-..--^ 
tant plus convergentes, que les intervalles qui séparent chaque obser-"'..-; 
vation sont plus petits; on aura donc des valeurs plus approchées, en 
prenant un plus grand nombre de termes, ce qui suppose un plus 
grand nombre d'observations, puisque chaque terme dépend de nou- 
velles observations : si ces observations étaient exactes, on pourrait 
employer toutes celles qui sont voisines de l'époque, en faisant passer 
une courbe parabolique par les différents lieux qu'elles indiquent; 
mais les erreurs dont elles sont susceptibles rendraient cette méthode 
très fautive; il faudra donc, pour diminuer l'influence de ces erreurs, 
augmenter l'intervalle qui sépare les observations extrêmes en pro- 
portion du nombre d'observations que l'on emploie : on pourra de 
cette manière, avec cinq ou six observations, embrasser un intervalle 
de 36** à 4o**» ce qui doit conduire à des résultats fort approchés sur la 
nature de l'orbite de la comëte. 

Toutes choses égales d'ailleurs, il y a de l'avantage à employer des 

observations équidistantes, car alors les valeurs de d, -~> — ^ 

procèdent suivant les différences finies, paires ou impaires de S, 6', 
6\ . . ., en sorte que, si l'on désigne par c une très petite quantité de 
l'ordre A6, ces valeurs seront ordonnées par rapport aux puissances 
de c^; au lieu que, dans le cas où les intervalles entre les observations 
sont inégaux, elles ne sont ordonnées que par rapport aux puissances 
dec, et, par conséquent, elles sont moins convergentes. Ainsi, en ne 
considérant que trois observations équidistantes, on aura 

(0) < dz 21 ^ ^' 

d'p A«6 



1.2. dz* 2 1* 

La valeur de p sera exacte aux quantités près de l'ordre c*; celle de 
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• • • 

• • • . 

M \t\ oA-me% mi^r /viionfîtAc nwAa Ha I /\fl»/l»A ^ Af /«aIIa Ha /_. 



• •• • 



-£- Ij^.^éra aux quantités près de Tordre c*, et celle de ^ — ^ le sera 

• *•* 

.aûk*^uantités près de Tordre c*. 
•* *• • 
;«./**Si Ton nomme a la longitude géocentrique de la comète et 6 sa 
• • • 
. •/•'%" latitude boréale, correspondantes à Tascension droite /» et àladécli- 

*•./ naison 9, les latitudes australes devant être supposées négatives, on 
aura, par les formules de la Trigonométrie sphérique, a et 6 en fonc- 
tions de z' et de 7; en différentiant ensuite ces expressions, on aura 

, , t da dS d^a . d*9 r *• j dp da d^p . 

les valeurs de ^, ^, ^ et 3^ en fonctions de />, y, ^, g, ^ et 

^; mais cette méthode serait pénible dans la pratique, et il vaut 

mieux faire usage de la suivante. 

L'ascension droite et la déclinaison de la comète, après un petit 
nombre s de jours depuis Tépoque, seront représentées à très peu 
près par les deux formules 

dp s* d*p dq z^ d}q 

'^ dz 1.2 dz* ^ dz 1.2 dz* 

En supposant donc z égal à un petit nombre g de jours, de manière 
que les termes multipliés par z* montent à trois ou quatre minutes, 
on fera successivement dans ces formules z = — g^ z = o et z = g; on 
aura ainsi trois ascensions droites et trois déclinaisons de la comète, 
au moyen desquelles on calculera les longitudes et les latitudes cor- 
respondantes, en portant la précision jusqu'aux secondes. Soient a,, a 
et a' les trois longitudes; 6|, 6 et 6' les trois latitudes. Cela posé, si, 
dans les formules (0), on change S' et p en a, on aura 



on aura pareillement 



da 
dz 


— 


(^ 


-a, 

9 


d^a 


— 


a' 


— aan-a,. 


dz* 




g' 


de 

dz 


r= 




-0. 
9 


d*e 


— 


6' 


-aô-t-e, 


dz' 




ff' 
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Si l'on nomme dt l'élénient du temps et dxs i*arc correspondant que 
décrirait la Terre en vertu de son moyen mouvement sidéral; si Ton 
prend d'ailleurs pour unité de masse celle du Soleil» et pour unité 
de distance sa moyenne distance à la Terre, on aura» par la théorie 

des forces centrales, (-^) == i> partant u = /. Soit m le moyen mou- 
vement sidéral de la Terre dans un jour; durant le nombre z de jours, 
il sera mz^ en sorte que Ton aura xs = t = mz; d'où il est facile de 
conclure 

da cf! — «1 





dt 


2mg 




d^OL 


a'— aaH-a, 




dt*" 


m*g* 




de 


Q' Q, 




dt "~ 


2mg 




d^e 


Q'^^e-^St 




dt* "" 


m* g* 


En réduisant m en 


secondes, on 


trouve 




logm 


3,55ooo8i; 


on a ensuite 








logm*— 


logm-hlog:p, 



R étant le rayon du cercle réduit en secondes, ce qui donne 

logm* ni: 1,7855911. 

On aura donc les logarithmes ^^ ^ ^^ ^ ^^ réduisant en secondes 

les quantités "" ' et ~" ' et en retranchant 3,55ooo8i des loga- 
rithmes de ces nombres de secondes; on aura pareillement les loga- 
rithmes de — et -jrç en réduisant en secondes les quantités ^-" ^"^^' 

et '^^ ^ 1 et en retranchant 1,7855911 des logarithmes de ces 

nombres de secondes. 
C'est de la précision des valeurs de a, ^> ^, ®* 5/ ®* ^ ^^^ ^^' 
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pend Texactitude des résultats suivants, et, comme leur formation est 
très simple, il faut choisir et multiplier les observations de manière 
à les obtenir avec autant de rigueur que les observations le compor- 
tent. 

Lorsqu'on a ces six quantités, on peut déterminer par une analyse 
rigoureuse les éléments de l'orbite de la comète, quelle que soit d'ail- 
leurs sa nature, pourvu que l'on connaisse les forces dont la comète 
est animée : cette détermination est comprise dans la solution géné- 
rale du problème suivant. 

III. 

Imaginons que d'un point qui se meut sur une courbe donnée on 
observe le mouvement de tant de corps que l'on voudra, animés par 
des forces quelconques dont on connaît la loi, et proposons-nous de 
déterminer les éléments de leurs orbites. 

En nommant a, a', a"", ... les longitudes apparentes de ces diffé- 
rents corps, rapportées à un plan fixe quelconque; 6, 6', 6'', ... leurs 
latitudes; les observations feront connaître, par ce qui précède, pour 
un instant donné, les valeurs de 



a, 



doL 

dl' 


d}(t 


«'. 


da' 

dr 


d*a! 
dt* ' 


«', 


dix' 

-dr 


d*OL' 

di^ ' 


dQ 
dt' 


d'9 
dli' 


e'. 


dB' 
dt' 


d*9' 
dt^ ' 


0', 


dB* 
dl' 


d'V 
df' 



Soient p, p', p", ... les distances respectives de ces corps à l'observa- 
teur, et nommons a?, y^ z, x\ y, z\ af\ y\ z\ . . . leurs coordonnées 
rectangles rapportées au plan fixe, et dont l'origine soit sur un point 
de 6e plan; on aura les valeurs de x^y^ z en fonctions de a, 6, p et de 
jjuantités relatives au mouvement de l'observateur qui, par la suppo- 
sition, est connu; on aura pareillement xf^ y\ z' en fonctions de a' 
0', p' et de quantités relatives au mouvement de l'observateur, et ainsi 
de suite. Maintenant, si l'on nomme X la force dont le premier corps 
est animé parallèlement à l'axe desa;; Y celle dont il est animé paral- 
lèlement à l'axe desj, et Z celle dont il est animé parallèlement à l'axe 
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des z; si l'on nomme pareillement X', Y' et Z' celles dont le second 
corps est animé parallèlement aux mêmes axes, et ainsi du reste, on 
aura 



d^ûT 
dt^ 


- X, 


dt'' ^ ' 


d}y 
dt^ 


-Y, 


d^v' 

"5F *' 


d'z 
dt* 


Z, 


di' '' ' 



Supposons que les forces X, Y, Z, X', Y', Z', ... soient le résultat des 
forces attractives de ces corps entre eux et de corps étrangers dont le 
mouvement soit connu; dans ce cas, X, Y, Z, X', Y', Z', ... seront 
donnés en fonctions de a, a\ ol'\ . . ., 0, 0', 0", . . . , p, p', p", ... et de 
quantités connues; en substituant donc dans les équations précé- 
dentes, au lieu de a?, y, z, x\y, z\ ... leurs valeurs en a, 0, p, a', 0', 
p', . . . , ces corps étant supposés au nombre /?, les 3/i équations diffé- 
rentielles précédentes donneront autant d'équations entre les 3/i quan- 
tités p, ^y ~y p', -~y ~, ••• que Ton pourra ainsi déterminer; on 

aura même cet avantage que j--^ ^> -^, ••• ne se présenteront dans 

ces équations que sous une forme linéaire. Supposons que Ton puisse 
parvenir à intégrer ces 'in équations différentielles; chacune d'elles 
donnant, par l'intégration, deux constantes arbitraires, on aura en 
tout 6/2 arbitraires qui seront les éléments des orbites des différents 
corps; mais les 3n intégrales finies, avec leurs premières différences, 
donneront 6/i équations au moyen desquelles on pourra déterminer 

toutes ces arbitraires en fonctions do ^, -^, y, ^j 5, -j-, ^ » "57' •'• 

et, par conséquent, en fonctions des quantités ^» ^' P» w7' ^' ^' 

a'. G', p', . . . , que Ton connaît par ce qui précède; on aura donc, par 
cette méthode, les éléments des orbites de tous ces corps. 



OEuvre» *i^ L. — X. ' 4 
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IV. 

Appliquons maintenant ce que nous venons de dire au mouvement 
des comètes; pour cela, nous observerons que la force principale qui 
les anime est l'attraction du Soleil; nous pouvons ainsi faire abstrac- 
tion de toute autre force : cependant, si la comète passait assez près 
d'une grosse planète, telle que Jupiter, pour en éprouver un dérange- 
ment sensible, la méthode précédente ferait connaître encore sa vitesse 
et sa distance à la Terre; mais, ce cas étant excessivement rare, nous 
n'aurons égard dans les recherches suivantes qu'à l'action du Soleil. 

Si l'on prend toujours pour unité de masse celle du Soleil, et pour 
unité de distance sa moyenne distance à la Terre; si, de plus, on 
nomme r le rayon vecteur de la comète et que l'on fixe au centre du 
Soleil l'origine des coordonnées x^ y, s, on aura les trois équations 
différentielles 

O :i:i -H — » 

d^y y 

d^'Z z 
dt* r^ 

Supposons que le plan deso? et desy soit le plan même de l'écliptique, 
que l'axe des x soit la ligne menée du centre du Soleil au premier 
point d'Ariès à une époque donnée, que l'axe des j soit la ligne menée 
du centre du Soleil au premier point du Cancer; enfin, que les z posi- 
tifs soient du même côté que le pôle boréal de l'écliptique; nommons 
ensuite x' ety les coordonnées de la Terre, et désignons toujours par 
p la distance de la comète à la Terre, et par a et 6 sa longitude et sa 
latitude géocentriques, nous aurons 

^t= j7'-hpcosôcosa, 
j —j'-f- pcosôsina, 
z zzipsinô; 
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en substituant ces valeurs dans les trois équations difTérentielles pré- 
cédentes, elles se changeront dans celles-ci 



(t) 



O 33 



d*a;' œ' 



df" /» 



d^p ^ dp de . ^ 

:7-f. cos&cosa — 2 -;î- -pSin^cosa 
dl^ dt dt 



dp dot ^ . 

— ^-j-TT cos0sina 
dl dt 

d}Q . 



{dB\^ 



— p -^sinOcosa -p ( -^ 1 cos9cosa 

dS da . û . 
-+- 2p-7- -TT sin0sina 
^ dt dt 

d*(x û . /dix v* ^ 

— p -T-r cosôsina -- p I — j cos9cosa 

cosdcosa 



r' 



(a) 



/ d^x X 



o = 



dt'' r» 



d}p û . dp dS , ^ , 

-TT cosOsina -2-7- -7- sin^sm 



dp doL ^ 
4- a-n 37 COS0 cosa 
dt at 



/dOv 



— p^-Y sînôsina — p ( ^ j cosôsina 

de da . ^ 

— 2p -r- -7- sinôcosa 

^ dt dt 

-f-p ^-j cos0cosa — p( ^ j cosdsina 
cosdsina 



i" 



(3) 



dt* dt dt 



d^e . /dey . . psinô 



11 ne s'agit plus maintenant que de tirer de ces équations les valeurs 
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(le p et de —• Si Ton nomme R le rayon vecteur de la Terre, on aura, 
par la théorie des forces centrales, 

_ <Pœ' x' _d^y' v' 

ce qui donne 



dt 



* /•» -^ \r* R» 



Si l'on désigne ensuite par A la longitude de la Terre vue du Soleil, 
on aura 

d:'z=RcosA, y ~ R sinA. 

Cela posé, on multipliera l'équation (i) par sinA et l'on en retranchera 
l'équation (2) multipliée par cosA, et, comme on a 

" (r* - jl^ij(^'sinA-ycosA) 

~ ( -- — ^ ) (ReosAsinA — RsinAcosA) -- o, 

on aura l'équation suivante 

d^p n ' , k V ^P ^^ ' f\ • 4 

0=1 -,-^cos^sm(A — (x) — 2 -f -- sinôsin(A— a) 
at^ dt dt 

dp dot „ d*ô 

— 2 ^ ^cos9cos(A — a) — p -j- sin0sin(A-- a) 

/^^y fl • / i X de d(x , ^ , . 

— p ( ^- I cos0sm(A — «)^- 2p— --sm0cos(A — a) 

— p-T-j cosôcos(A — a) — p(;jT ) cosôsin(A — a) 
pcosdsin(A — a) 



r^ 



Si l'on multiplie cette équation par sinô et que l'on en retranche l'é- 
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quation (3), multipliée par cosO sin(A - - a), on aura 

0==:— 2^ — sin0cos0cos(A— a) 4- -^- sin( A — a) 

-,--sin(A-- a) — 2 — ,vSin*0cos(A — a) 
dt^ ai di 

d} at, 

— p{ 4- — f sinôcos0cos(A — a) 

'^\ll) sinôcosO sin(A — a) 
donc, si l'on fait -—■ = wp, on aura 

i ■^,Tsin0cos0cos(A — «)"*" (77 ) sin0cos9sin(A — a) 1 



1 



dOL dO . ^^ /A N ^^ • /A X i 

— 2-7- -;- sin'ycos(A — «)-+- -.-z- sin(A — a) \ 

at fit ctt^ I 



2 dx , ^ ^ . . ^ dO . 

-rr sinwcos0cos(A — «) 4- -7: sin( A — a) 

expression dans laquelle on peut observer que le numérateur est égal 
au produit de la différence du dénominateur par ^) A étant re- 
gardé comme constant. 

Si l'on multiplie maintenant Téquation (i) par sina et que l'on 
en retranche l'équation (2) multipliée par cosa; si Ton observe d'ail- 
leurs que 



on aura 



dp doL 



^-^^"^^^""^-^^•^"^^^"''"^^""K^'-ir') 



Si l'on substitue dans cette équation, au lieu de -j-y sa valeur i/p, et, au 
lieu de m, l'expression que nous venons d'en trouver; si l'on fait de 
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plus pour abréger 



f 



— sin9cosycos(A - a) -h -7-sin(A — a) 



y 



on aura Téquation suivante 

(4) P^^^(7î-R-')' 

pour la réduire à ne renfermer que p, nous observerons que 

r- -= j:' -+- j* -h £*, 

ce qui donne, en substituant pour a:, y et s leurs valeurs, 

r' -:t j:'* -H ^" -h 2pj:'cosôcosa 4- 2p/' cos^sina -hp*; 

or on a 

d'ailleurs 

^' — RcosA et r'~RsinA, 

partant 

/•«^p»-f- aRpcosdcos( A — a) -f- R'. 

Si l'on met l'équation (4) sous cette forme 

r»(fxR'p-+-i):-RS 

on aura, en carrant ses deux membres et en substituant au lieu de r^ 
sa valeur, 

(5) [p*-f-aRpcosÔcos(A— a)-HR«]'(/jLR«p-M)»=RS 

équation dans laquelle il n'y a d'inconnues que p et qui monte au sep- 
tième degré seulement, parce que, le terme tout connu du premier 
membre étant égal à R", l'équation entière est divisible par p (* ). 

( 1 ) L'équatioD (5) est un peu difTéreote de celle à laquelle M. de la Grange est parvenu 
dans son second Mémoire sur la détermination des orbites des comètes {Mémoires de 
Berlin, année 1778, p. i4o); il trouve pour p une équation du huitième degré, et qui ne 
s'abaisse au septième qu'en négligeant l'excentricité do l'orbite terrestre ; cette différence 
entre nos résultats tient à une légère méprise de calcul échappée à ce grand analyste. Je 
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Remarque I. — L'équation (5) a généralement lieu quelle que soit 
la nature de la section conique que décrit la comète; toutes les racines 
réelles et positives de cette équation donneront autant de sections 
coniques différentes qui satisferont à trois observations voisines, en 
sorte que, pour déterminer Torbite véritable, il faudra employer une 
nouvelle observation. 

Il est facile de conclure de l'équation (4) que, si (x est positif, le 
rayon vecteur r de la comète sera moindre que R; qu'il lui sera égal 
si p. 1=^ o, et qu'il sera plus grand si |x est négatif. Le signe de [x fera 
donc connaître si la comète est plus ou moins éloignée du Soleil que 
la Terre. 

Remarque IL — La valeur de p, tirée de l'équation ( >), serait rigou- 
reusesia, -7 , -7:7 > 9, -j- et -7-, étaient exactement connus; mais ces 

dt dt* dt dt^ 

quantités ne le sont qu'à peu près. Nous avons, à la vérité, donné 
dans l'article II une méthode pour en approcher de plus en plus, en 
faisant usage d'un grand nombre d'observations, et cette méthode a, 
comme nous l'avons remarqué, l'avantage de considérer d'assez grands 
intervalles et de compenser les unes par les autres les erreurs des 
observations; elle a cependant l'inconvénient analytique d'employer 
plus de trois observations dans un problème où trois suflîsent. Mais 
on peut obvier a cet inconvénient de la manière suivante et rendre 
notre solution aussi approchée que l'on voudra en ne considérant que 
trois observations. 

Pour cela, supposons que a et représentent la longitude et la lati- 
tude de l'observation intermédiaire; il s'agit d'avoir les quatre quan- 

^'^^^ di' ~dt^' dt ^^ It^ P^^ ^^^ formules de plus en plus approchées. 



lui communiquai, dans une Loliro datéo du 21 mai 1781, Textrait de ce Mémoire, et il me 
fit l'honneur do me répondre que, cet extrait l'ayant fait revenir sur sa première solution, 
il était parvenu aux mômes résultats que moi, sur la vérité de cotte équation du septième 
degré et sur Texistence d'une seconde équation du sixième degré, dans le cas do l'orbite 
parabolique : les réflexions qu'il a faites à ce sujet ont donné lieu à un nouveau Mémoire 
quMl a lu à l'Académie de Berlin et dont il a bien voulu m'envoyer Textrait d'avance. 
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Or, si Ton prend les différences des équations (i), (2) et (3), on aura 

trois nouvelles équations qui donneront -^, ^ et -^ en fonctions 

de p, a et 6 et de leurs différences inférieures. En différentiant encore 
ces nouvelles équations, on aura trois autres équations, au moyen 

desquelles on déterminera ^-Ç> ^ et -^j^ en fonctions de p, a et et 

de leurs différences inférieures, et Ton pourra, en y substituant, au 

lieu des différences troisièmes -r-f > -t:~ et -j-j, leurs valeurs, réduire 

dt* dt^ dt* 

ces fonctions à ne renfermer que les quantités p, a et et leurs dif- 
férences premières et secondes. En continuant ainsi, on aura les diflë- 
rences quelconques de p, a et en fonctions de ces quantités et de 
leurs premières et secondes différences; on pourra même en éliminer 

les quantités ^ et ~ au moyen des équations (i), (2) et (3), et les 

réduire à n'être fonctions que de p, ^-, ^-^) -z- et -j- et de quantités 
connues. 

Cela posé, soient L, L\ L" les trois longitudes géocentriques obser- 
vées de la comète; /, f, t les trois latitudes correspondantes; soient 
I le nombre des jours qui séparent les deux premières observations; 
i' celui des jours qui séparent la seconde de la troisième, et nommons 
q l'arc que décrit la Terre en un jour, par son moyen mouvement; on 
fera a — L', — f, et l'on aura 

- -, . d(x i*7' d^oL i*g^ d*a 



dt r.2 dl^ 1.2.3 dl^ 
^^ ^, ^ doL i'^q^ d'oL i'^q* d^a 



• • » 



dt 1.2 dt* ï,2,'6 dt^ 



• • » 



^^ '^^/"^i.a dt* 1.2.3 é/^* ■^••' 

/._. . de i'*q*d*e i'^q- d}e 
~ ^ dt "*" 1.2" dt* "^ 1.2.3 dt^ ■^•••' 

iq et i'q étant de petits arcs. Si l'on substitue présentement dans ces 

,. j ^a d^B d>a d'^Q , 1 * ' 

séries, au lieu de -^> -,^i ^—j ^) •••? leurs valeurs trouvées par 
ce qui précède, on aura quatre équations entre les cinq inconnues 
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P* 5F' 'd^' di ^^ di*' ^* ^^^ quatre équations seront d'autant plus appro- 
chées que Ton aura considéré un plus grand nombre de termes dans 
les séries précédentes; on aura ainsi ^~, -ty' 77 et ^-,- en fonctions 

de p et de quantités connues; (x sera donc une fonction de p et de 
quantités connues; d'où il suit que l'équation (5) ne renfermera 
point d'autres inconnues que p; mais au lieu d'être, comme ci-dessus, 
du septième degré, elle sera d'un degré supérieur. 

Au reste, cette méthode, que je n'expose ici que pour faire voir 
comment on peut, en ne considérant que trois observations, avoir des 

valeurs de plus en plus approchées de p et de njy exigerait dans la 

pratique des calculs très pénibles; mais, comme il ne s'agit, dans ce 
problème, que d'avoir les premières valeurs de ces quantités que l'on 
pourra ensuite facilement corriger par les méthodes connues, on peut 
négliger, dans les séries précédentes, les termes multipliés par les dif- 
férences troisièmes de a et de et par leurs différences supérieures. 
Or, si l'on multiplie la première série par i'^ et la seconde par i^, et 
qu'on les retranche l'une de l'autre, on aura 

doç _ ( U-Di^-hjU-Di'^ _ t7y* d^oL 
dt ~' u'{i-hi')q 1.2.3 dl^ 

Si l'on multiplie ensuite la première série par «' et la seconde par f , et 
qu'on les ajoute l'une à l'autre, on aura 

d^a __ (U^V)i-(V-L)i' _ 2{i'-i) dPa 
di^~~'^ ii'{i^i')q^ 1.2.3 ^dt^^"' 

On aura les valeurs de ^ et ^ en changeant dans ces équations L 

en / et a en 6. En négligeant donc les différences troisièmes de a, on 

aura 

d(x _ (L"-U)t-*4-(fy-L)i^» 

dl ~" u'(i-f i')q 

et cette expression sera exacte aux quantités près de l'ordre q^ ; on 

ORuvres dr L. — X. I 5 
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aura pareillement 

et cette expression sera exacte aux quantités près de Tordre q, excepté 
lorsque i=i\ auquel cas elle devient exacte aux quantités près de 
Tordre q^\ d'où il suit qu'il y a de Tavantage à employer des observa- 
tions équidistantes, comme nous Tavons déjà observé dans Tarticle II. 
Mais, si cette précision ne parait pas encore suffisante, la méthode 
la plus sûre et tout à la fois la plus simple d'avoir des valeurs plus 

approchées de -t: et -r-^ est de combiner un plus grand nombre d'ob- 
servations par la méthode de Tarticle II. 



V. 

L'équation (5) de Tarticle précédent fera connaître la valeur de p, 
et Ton aura celle de -— au moyen de l'équation ^ = up, u étant connu 
par ce qui précède : de là on tirera facilement les valeurs de x, j, z, 

dx dy . dz , i, 

'di' di Tt' P^^^ ^ * ^" ^® rappellera que 

ar = RcosA -hpcosôcosa, 
y = R sin A -+- p cos B sin a, 
z zzzp sinô, 

ce qui donne par la différentiation 

dx dK L odA . . dp ^ dO , ^ da ^ . 

-77 ==-,-rC0sA — R-T-sinA -h-r- cos0cosa — p-r-sin&cosa — p -— cosôsma, 
dt di dt dt ^ di ^ dt 

dy é/R . . -j rfA L dp ^ . dô . ^ . da ^ 

~j- =-77SinA -HR-7-cosA-+--j7COS0sina —p-r sinôsma -h p -7- cos ô cos a, 

dt dt dt dt ^ dt ^ dt 

dz dp , f. dQ ^ 

Les valeurs de ^ et — sont données par la théorie du mouvement 
de la Terre. Pour en faciliter le calcul, soient E l'excentricité de l'or- 
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bite terrestre et H la longitude de son aphélie; on a, par la nature du 
mouvement elliptique» 



partant 



on a ensuite 






r K'cos(A-H)' 



d'où l'on tire 

dK__ E(i - EM sinU - H) ^A 
'dt " [ i — È cos ( A -" H )"J' dt 

dX 

ER«^sin(A-H) ï. . ,4 ux 

_ de ^ Esin(A — H> 

._ ^__^^. ^- _^^,__. 

Si Ton nomme R' le rayon vecteur de la Terre correspondant à la 
longitude 90" -f- A, on aura 

I — F* 
I -H Esin(À — H)' 

ce qui donne 

Esm(A-- H) — .., > 

partant 

^_RM-E»--2. 

Soit R" le rayon vecteur de la Terre qui répond à 90*^ d'anomalie 
vraie, on aura 

donc 

^A_v^R^ dR_ W-J\\ 

dt -'W ' dt ~ K'yjW 

ces expressions ont l'avantage d*être données directement par les 
Tables du Soleil. 
Si l'on néglige le carré de l'excentricité de l'orbite terrestre, qui est 
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très peu considérable, on aura R"= i, partant 

moyennant quoi, les valeurs précédentes ^^ ^' ^ ^^ ^ deviendront 

dx ,^, V . sinA dp ^ /dO , ^ da ^ . \ 

-j- =(R'— i) cosA ^ h -^cosôcosa — p( ^j; sin0cosa4- --r cos0 sinaj, 

dv ,,^, V . A cosA dp ^ . /d9 . ^ , d<x ^ \ 

--j- rr (R'— i) sinA-+- — jT h ~cos0 sina — pl -1- sinô sma— -^- cosôcosaj, 

dz dp . ^ dO ^ 
:7- = -=*- sin -4- p -j- cos 5. 
dt dt ^ dt 

R, R' et A étant donnés immédiatement par les Tables du Soleil, le 

calcul des six quantités x,y, s, -^-y ^ et ^ sera très facile lorsque p 

sera connu, et Ton en tirera les éléments de Torbite de la comète de la 
manière suivante. 

Le mouvement de la comète autour du Soleil étant renfermé dans 
les trois équations différentielles du second ordre 

d}œ X d*y y d*s z 

leurs intégrales.renferment six constantes arbitraires qui sont les élé- 
ments de son orbite; de plus, ces intégrales avec leurs premières 
différences forment six équations, au moyen desquelles on pourra 
déterminer chacune des constantes arbitraires en fonctions de a?, y, 5, 

'77' d£ ^^ dV ^* P^^ conséquent en quantités connues : on aura donc 
ainsi la nature et la position de l'orbite de la comète. Développons 
cette méthode: 

Le petit secteur décrit, durant l'élément de temps dt, par la projec- 
tion du rayon vecteur de la comète sur le plan de Técliptique, est 

^ -^~ -j^— , et il est visible que le mouvement de la comète sera direct 

ou rétrograde, selon que ce secteur sera positif ou négatif; on formera 
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donc d'abord la quantité x-j- — J^t' dont le signe indiquera si le 

mouvement de la comète est direct du rétrograde. 

Pour déterminer ensuite la position du plan de son orbite, nous 
observerons que, ce plan passant par le centre du Soleil, son équation 
sera de cette forme 

/et h étant deux constantes inconnues qu'il faut déterminer; en diffé- 
rentiant cette équation, on aura 

dz dx dy 

di"^'dt'^ di' 

d'où il est facile de conclure 

dy dz 



/-- 



dy dx 



dz ^ dx 

X —.-- — z — "i — 

dt dt 

h = - 



. — ~^ « 



dv dx 

dt ^ dt 

Nommons présentement ç l'inclinaison de l'orbite; 5 la longitude du 
nœud qui serait ascendant si le mouvement de la comète était direct; 
ce nœud serait descendant si le mouvement de la comète était rétro- 
grade et, dans ce cas, la longitude du nœud ascendant serait i8o"-h5. 
Cela posé, on aura 

z z=L ycos5lang9 — xsin^tangcp; 

d'où l'on tire, en comparant cette équation avec celle-ci, z T=fx-^hy, 

dz dy 
-^ dt " dt 

s,„,tang? = ^ d^' 

X -^ — y—r 

dt ^ dt 

dz dx 

X —r — z — r- 

dt dt 

X-^ — V -7- 

dt -^ dt 
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partant 

dz ^ dy 
^di^^Ti 



tang5 = — ;.- 



dz dx 

X—, Z—f- 

dt dt 

dz dx 
dt dt 

^^"^^== J-d^ 5^' 

'""''Vtt-y-di) ^ 

La tangente de s pouvant appartenir également aux deux angles 5 et 
1 80*^-1- 5, il faudra choisir le premier de ces angles si v^| "~ ^ 57 ^^^ 

flv dx 

de même signe que x~ ~~y~di' ^^ choisir le second si ces deux quan- 
tités sont de signe contraire. De là il est facile de conclure que la lon- 
gitude du nœud ascendant de Torbite sera le plus petit des angles 

dz dy 

.^.p . . . . ^ dt dt . dz dy . 

positifs qui ont pour tangente — ^; ^-, si j^ ~~^dt ^"^^ 

X — T~ Z — ; — 

dt dt 

quantité positive, ou qu'elle sera égale à ce même angle augmenté de 
180®, si cette quantité est négative; quant à Tanglc 9, sa tangente sera 
toujours positive, et il faut prendre le plus petit des angles auxquels 
appartient cette tangente. On aura donc, par ce qui précède, le sens 
du mouvement de la comète, la position de son nœud ascendant et 
l'inclinaison de son orbite. 

Pour avoir les autres éléments, supposons que la comète décrive 
une ellipse dont le grand axe soit 2a; /? le demi-paramètre; e Texcen- 
tricité; u l'angle formé par le rayon vecteur de la comète et par le 
périhélie, à l'instant où sa longitude géocentrique est a; enfin r son 
rayon vecteur correspondant; on a, par la nature de l'ellipse, 

1 -h e cos J 



on a ensuite, par la théorie des forces centrales, 

r^ d\j '— dt sjp , 
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et la relation connue entre la vitesse de la comète, le grand axe et le 
rayon vecteur donne 

a-r ^ ' 

V étant la vitesse de la comète. Maintenant ^r*rfu est le secteur infini- 
ment petit décrit par le rayon vecteur de la comète dans Tinstant dt^ 
et sa projection sur le plan de Técliptique est ^r^rfucosç; mais cette 

projection est égale à ^ -^'^ ■^ — - , partant 

dv dx 
,dj ^~di ~~'^ ~dt 
dt cos 9 

d'où Ton tire 

dv dj:\^ 



P = 



( dy dxV 



cos*cp 



La vitesse V de la comète étant égale à ^— ,^- — > 



on a 



r étant égal à y/x^-^y'-hs^; on aura ainsi le grand axe et le paramètre 
de l'orbite, et l'on déterminera l'excentricité au moyen de l'équation 



■^ p 



L'équation cosu = donnera la distance de la comète à son 

dr 

périhélie, et le signe de r ^y ou, ce qui revient au même, de 

ar^ -Hy^ -^^^ fera connaître si la comète a déjà passé par ce 

point, car elle y tend ou elle s'en éloigne, suivant que cette quantité 
est négative ou positive. 

Le temps du passage par le périhélie se déterminera au moyen de 
l'équation 

dt Jp = /•' d\j ^^ — ; > 

^^ (i-+-ecosu)* 
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ce qui donne 



-^/ô 



ecosu)*' 

l'intégrale étant prise depuis u = o jusqu'à u égal à l'angle dont le 
cosinus est ; ce temps, ajouté ou retranché de celui de l'observa- 
tion, suivant que la comète a ou n'a pas encore passé par le péri- 
hélie, donnera l'instant de son passage par ce point. 

Enfin on aura la position du périhélie relativement au nœud ascen- 
dant, en déterminant la position de la comète sur son orbite relative- 
ment à ce nœud, et en lui ajoutant l'angle u, si, le mouvement de la 
comète étant direct, elle n'a pas encore passé par son périhélie, ou 
si, son mouvement étant rétrograde, elle y a déjà passé; dans les 
autres cas, il faudra retrancher l'angle u de la position de la comëte ; 
nous supposons toujours que les degrés se comptent suivant l'ordre 
des signes. 

VI. 

Tous les éléments de l'orbite de la comète étant donnés, par ce qui 
précède, en fonctions de p, si l'un de ces éléments était connu, on 
aurait une nouvelle équation au moyen de laquelle on pourrait déter- 
miner p. Cette équation aurait un diviseur commun avec l'équation (5) 
de l'article IV, et, en cherchant ce diviseur par les méthodes connues, 
on parviendrait à une équation du premier degré en p. On aurait de 
plus une équation de condition entre les observations, et cette équa- 
tion serait celle qui doit avoir lieu pour que l'élément donné puisse 
appartenir à l'orbite de la comëte. Appliquons maintenant cette consi- 
dération à la nature; pour cela, nous observerons que les orbites que 
décrivent les comètes sont très allongées et se confondent sensible- 
ment avec une parabole dans la partie dans laquelle ces astres sont 
visibles; on peut donc supposer, sans erreur sensible, a = oc, partant 

- = o; l'équation (6) de l'article précédent deviendra ainsi 

2 dx^ -h dy'^ -h dz^ 

Qziz "^ : 

r dt* ' 
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dx fi.Y d" 

si Ton y substitue, au lieu de ^> -^ et -^y leurs valeurs trouvées dans 

l'article précédent, et ensuite wp au lieu de ^) u étantconnu par l'ar- 

licle IV, on aura, après toutes les réductions et en négligeant le carré 
(IcR'-i, 

«=4"-(S"-(7:)'-»] 

/ X ] / û ^^ ' iWiTit \ /A X siri(A -a) 
(7) ' -h (api/ cosô — ap-i-SHiQj (R'— i)cos(A -a)-- — ~ 



2 



doL ^f/ïw N • /4 X (•os(A--a)*| I 2 

p^cos^|^(R'-i)sm(A-a) + j^^ -'J -i- g^ - - 



Soit, pour abréger, 



dOV /d(xV 



"'-^(S)-*-i^j cos'ô^^m. 



(2// cos(? - 2 ^sino) [(R'- I) cos(A- x) - ^^A— ?^ 1 

dx /.f/iï/ X • /4 X cos(A — a)"l 
-+-2^cosy (R'— i) siii(A— a) H ^-jT -' ^/*, 

l'équation précédente donnera 
partant 

(8) o— [p'-i-aRpcos0cos(A — a) 4-R'] (/np*4-/«p-+- ^j —4; 

cette équation, qui n'est que du sixième degré, présente, sous ce rap- 
port, une plus grande simplicité que l'équation (5) de l'article IV. Ces 
deux équations, ayant lieu k la fois, ont un commun diviseur, et, en le 
cherchant par les méthodes connues, on aura sans tâtonnement la 

valeur de p. En eCFet, si l'on suppose - = a?, on parviendra facilement 

OEuvreade L. — \. l6 
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l'équation suivante 

o= ^ a>^-] a:»U /i ^, j [/i — amRcosÔ C08(A — «)] -t- m»R»— gj | 

— j? I a/i — 4''iRcos9co8(A-- a) H 1 

^ (jl^ "" pr« "^ R"«) ['» - ^'^ï^ COS0 cos(A - «)]; 

cette équation, n'étant que du quatrième degré, est résoluble par les 
méthodes connues, et on peut l'abaisser encore et parvenir à déter- 
miner X par une équation du premier degré; on aura ensuite p au 

moven de l'équation 

R , I 



AU reste, il sera plus commode dans la pratique de chercher par des 
essais à satisfaire k l'équation (8). 

VII. 

Puisque le problème de la détermination des orbites paraboliques 
des comètes conduit à plus d'équations que d'inconnues, on peut, en 
combinant diversement ces équations, former autant de méthodes dif- 
férentes pour calculer ces orbites. Examinons celles dont on doit 
attendre le plus de précision dans les résultats ou qui participent le 
moins aux erreurs des observations. C'est principalement sur les 

valeurs des différences secondes ^ et ^ que ces erreurs ont une 

influence sensible, parce que, pour les déterminer, il faut prendre 
les différences secondes finies des longitudes et des latitudes géocen- 
triques de la comète, observées dans un petit intervalle de temps; or, 
ces différences étant moindres que les différences premières, les 
erreurs des observations en sont une plus grande partie aliquote. Il 
suit de là qu'une méthode qui n'emploierait que la plus grande des 

deux quantités -^ et -^ mériterait à cet égard la préférence. Suppo- 

d^B 
sons, eonséquemment, que l'on rejette la quantité ^9 et reprenons 
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Féquatlon 

dp doL a / dd doL . f. d*a ^\ „ . , . , / i i \ 

_,^_cos9 + p(^a^^s.n9-^cosej = Rs.n(A-«)(^-j^.j 

trouvée dans l'article IV. Si, au lieu de la distance réelle p de la comète 
k la Terre, on prend pour inconnue la projection pcosO de cette di- 
stance sur le plan de Técliptique, en nommant p' cette projection, on 
aura 



(9) 



dp' da ,d*a «... . / i i \ 



H étant égal à 



P 



'1 



ces 



^ -h aRp'cos(A — «)-+- R*; 



s 



Téquation (7) de l'article précédent deviendra 

('<>) { ^PT/o/ \ /AN siii(A — a)l 

' '^■^[(R -Ocos(A-«) î^^^ ^1 

,da{,^, V . /A V cos(A— a)l i a 
*P57L^^-"')'^"(^"«)-^ R 'J-^Rï-r^ 

si l'on éliminait -^ de cette équation, au moyen de l'équation (9), on 

aurait une équation qui, délivrée de fractions, renfermerait un terme 
multiplié par r*p'^ et d*autres termes multipliés par les puissances^ 
impaires de r au-dessous de 6. En mettant donc dans un seul membre 
tous les termes affectés de ces puissances impaires, et élevant les deux 
membres au carré pour n'avoir que des puissances paires de r; en 
substituant ensuite au lieu de H sa valeur en p\ le terme multiplié 
par r*p'* en produira un multiplié par r'*p'*, ce qui donnera un terme 
multiplié par p'**, en sorte que l'équation finale en p' sera du seizième 
degré; mais, au lieu de former cette équation, il sera beaucoup plus 
simple de satisfaire par des essais aux équations (9) et (10). 

Supposons maintenant que, au lieu de rejeter la quantité ^> on 
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rejette celle-ci ^-7; si Ton reprend les équations (i), (2) et (^) de 

l'article IV, que l'on multiplie la première par cosa et qu'on l'ajoute à 
la seconde multipliée par sina; si Ton observe ensuite que 

on aura 

o -^ R cos( A - a) (^1, - jj-,) 4- ^cos0 

dQd^ , . ^*9 . . (dOy . /t/a\« . pcosO 
— 2-7- -r-sm9 — p-7— sni9 — p( -^ ) cosO — p ( -r I ces 9 -+- *^ — 7- • 
dt dt ' dt^ \dt) \^^ ) ^ 

Si l'on multiplie cette équation par sinO, et qu'on en retranche l'équa- 
tion (3) multipliée par cosO, on aura 

équation qui, en y substituant -^ au lieu de p, devient 
^ * ' cosy *^ 



I =:Rsin(?ros{?cos(A~a) ^^ -- ~V 

On déterminera, au moyen des deux équations (10) et (i i), les valeurs 

de p' et --^; l'équation finale en p', à laquelle conduirait l'élimination, 

serait encore du seizième degré; il sera donc beaucoup plus simple de 
parvenir à déterminer p' par quelques essais. 

Remarque L — Les deux méthodes fondées sur les équations (9), 
(10) et (11) me paraissent être les plus exactes que l'on puisse 
employer dans la détermination approchée des orbites des comètes; il 
faudra faire usage des deux premières équations, si les différences 
secondes de la longitude géocentrique sont plus considérables que 
celles de la latitude géocentrique; mais, si elles sont moindres, il fau- 
dra faire usage des équations (10) et (11). Si l'orbite de la comète 
était peu inclinée à Técliptique, les méthodes fondées sur les équa- 
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lions (5) et (8) ne seraient pas exactes; elles cesseraient même d'a- 
voir lieu si l'orbite de la comète était sur le plan de Técliptique, car 
ces équations dépendent des valeurs de m et de (x de l'article IV; or ces 

valeurs deviennent - lorsque =o et ^ = o; elles deviennent encore 
• - lorsque la comète est en opposition et paraît monter perpendiculai- 
rement à Técliptique, c'est-à-dire lorsque A = a et-5--=o. Il faut 

recourir, dans le premier cas, aux équations (9) et (10), et, dans le 
second cas, aux équations (10) et (11); ainsi, quand même ces équa- 
tions n'auraient pas l'avantage de s'appuyer moins sur les observa- 
tions que les autres, elles mériteraient la préférence en ce qu'elles ont 
lieu généralement, quel que soit le mouvement apparent de la comète, 
pourvu que son orbite soit parabolique. Il est essentiel, dans leur 
usage, de bien déterminer toutes les valeurs réelles et positives qu'elles 
donnent pour p; en supposant, par exemple, que les équations (9) et 
(10) donnent pour cette inconnue plusieurs racines réelles et positives, 
il faudra choisir celle qui satisfait à l'équation (11); mais, si l'orbite 
de la comète est très peu inclinée à l'écliptique, auquel cas l'équa- 
tion (11) cesse d'avoir lieu, il faut nécessairement recourir à une 
quatrième observation; d'où il suit que, dans ce cas, trois observa- 
tions sont insuffisantes pour déterminer cette orbite. Pareillement, si 
les équations (10) et (11) donnent plusieurs valeurs positives de p, il 
faudra choisir celle qui satisfait à l'équation (9). 

Remarque IL — Il est facile de se convaincre que la méthode fondée 
sur les équations (9) et (10) n'est qu'une traduction analytique de la 
méthode du troisième Livre des Principes de Newton, en y supposant 
les intervalles entre les observations infiniment petits. Ce grand géo- 
mètre étend à la vérité cette méthode à des intervalles finis assez con- 
sidérables, au moyen de quelques corrections qu'il indique; mais, 
sans examiner ici jusqu'à quel point ces corrections sont exactes, 
nous observerons qu'elles rendent l'usage de cette méthode assez dif- 
ficile, et qu'il est beaucoup plus simple de chercher, comme nous 
l'avons fait, par l'interpolation de plusieurs observations, des valeurs 
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de plus en plus approchées de ^> ^-^> j- et ^' D'ailleurs, la forme 

analytique sous laquelle elle est ici présentée en simplifie Tusage, et 
Téquation (ii), que Newton n*a point donnée, offre un moyen facile 
de reconnaître parmi les valeurs réelles et positives de p celle qui doit 
être employée. 

Remarque III. — Lorsqu'on a» par ce qui précède, les éléments 
approchés de l'orbite d'une comète, on peut, par un grand nombre 
de moyens, corriger ces éléments; il suffit pour cela de choisir trois 
observations éloignées et de calculer ces observations, en supposant 
connues, à peu près, deux quantités relatives au mouvement de la 
comète, telles que les rayons vecteurs correspondants à deux de ces 
observations ou l'inclinaison de l'orbite et la position du nœud, etc.; 
on fera ensuite varier très peu ces deux quantités et l'on calculera les 
observations dans ces nouvelles hypothèses; la loi des différences 
entre les résultats du calcul et les observations fera aisément con- 
naître les véritables variations que ces quantités doivent subir. Mais» 
parmi les combinaisons deux à deux des quantités relatives au mouve- 
ment des comètes, il en est une qui doit offrir le calcul le plus simple 
et le plus facile, et qui, par cette raison, mérite d'être recherchée; 
or il m'a paru que les deux éléments dont la variation présente cet 
avantage sont la distance périhélie et l'instant du pas6age de la comète 
par ce point. J'exposerai donc ici le procédé qu'il faut suivre pour 
corriger l'orbite, en supposant ces éléments à peu près connus; mais 
auparavant je vais tirer immédiatement leurs valeurs de celles de p' 

et '^' Pour cela, on observera que, w l'on nomme D la distance péri- 
hélie, on a, par la nature du mouvement parabolique, 



or l'équation 



D — r — ^^ • 



r«=-Ê 



ft 



cos 



r^ -+-aRp'cos(A — a)-hR* 



donne, en la différentiant et en substituant, au lieu de -3- et -3-) leurs 

(U dt 



rdr _ ff fdp' 
dt cos' * 
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valeurs ^ et R' — i , 

pT(R^---i)cos(A-^«)-~ ^'"^^""''^ l4-p^R^sin(A~«)-f-R(R^--i). 

Soit P cette quantité; si elle est négative, la comète tend vers son 
périhélie» mais elle s'en éloigne si P est positif; on aura ensuite 

On aura 9 ou la distance de la comète à son périhélie au moyen de 

Téquation 

aD 

cos V = I . 

r 

Enfin on aura le temps employé a décrire cet angle, par la Table du 

mouvement des comètes, et ce temps ajouté ou retranché de celui de 

l'observation, suivant que P sera négatif ou positif, donnera Tinstant 

du passage de la comète par le périhélie. 

De là résulte la méthode suivante pour déterminer les orbites des 

comètes. 

VIII. 

MÉTHODE GÉNÉRALE POUR DÉTERMINER LES ORBITES DES COMÈTES. 

Cette méthode sera divisée en deux Parties : dans la première, nous 
donnerons le moyen d'avoir à peu près la distance périhélie et Tinstant 
du passage de la comète par ce point; dans la seconde, nous détermi- 
nerons exactement tous les éléments de Forbite, en supposant ceux-ci 
à peu près connus. 

Détermination approchée de la distance périhélie et de l'instant 

du passage de la comète par ce point. 

i^ On choisira trois, ou quatre, ou cinq, ... observations d'une 
comète, également éloignées les unes des autres, autant qu'il sera 
possible, et, pour la commodité du calcul, on les réduira toutes à la 
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même heure du jour, temps moyen, quoique cela ne soit pas néces- 
saire. On pourra embrasser avec quatre observations un intervalle 
de 3o°; avec cinq observations, un intervalle de 36** ou ^o^, et ainsi 
du reste. Mais il faudra toujours que l'intervalle compris entre les 
observations soit d'autant plus grand qu'elles sont en plus grand 
nombre, afin de déterminer l'influence de leurs erreurs. Cela posé, 
soient 6, 6', 6", €**, . . . les ascensions droites successives de la comète; 
T» Y* ï"» T*'» ••• '^^ déclinaisons boréales correspondantes, les décli- 
naisons australes devant être supposées négatives. On divisera la dif- 
férence 6' — 6 par la nombre des jours qui séparent la première de la 
seconde observation; on divisera pareillement la différence 6"— 6' par 
le nombre des jours qui séparent la troisième de la seconde observa- 
tion; on divisera encore la différence 6'*— 6" par le nombre des jours 
qui séparent la quatrième de la troisième observation, et ainsi de 
suite. Soient S6, S6', S6", Se", ... la suite de ces quotients. 

On divisera la différence 8& — S6 par le nombre des jours qui sépa- 
rent la troisième de la première observation; on divisera pareille- 
ment la différence S6"— S& par le nombre des jours qui séparent la 
quatrième de la seconde observation; on divisera encore la diffé- 
rence Se'*— Se"' par le nombre des jours qui séparent la cinquième de 
la troisième observation, et ainsi du reste; soient S*6, 8^S\ S*6", ... 
la suite de ces quotients. 

On divisera la différence S* 6'— S^6 par le nombre des jours qui 
séparent la quatrième de la première observation; on divisera pareil- 
lement la différence 5^6''-- B^& par le nombre des jours qui séparent 
la cinquième de la seconde observation, et ainsi du reste. Soient S' 6, 
5*6', ... la suite de ces quotients; on continuera ainsi jusqu'à ce que 
l'on parvienne à former S"-* 6, n étant le nombre des observations 
employées; cela fait : 

2? On prendra une époque moyenne, ou à peu près moyenne, entre 
les instants des deux observations extrêmes, et, en nommant i, i\ i", 
/•', ... le nombre de jours dont elle précède chaque observation, i, 
/^, ... devant être supposés négatifs pour toutes les observations anté- 
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rieures à cette époque, Tascension droite de la comète, après un petit 
nombre s de jours comptés depuis l'époque, sera exprimée par la for- 
mule 

as __ (/ 4- il) 4*6 4- (W 4- ii" 4- i'i") 33g 
-+--« { --{Wi'-\- u' i" -\- W i" -^ i'i'i'^) 3*6 
(P) I 

-h 5' I -h («ï'-f- «""^-t- «''-^ /'i'4- ri"'-h i^i^) d^^ ^. 

Les coefficients de — S6, -h S* S, — S* 6, ... dans la partie indépen- 
dante de z sont : i^ le nombre i ; 2^ le produit des deux nombres 1 et 1'; 
3** le produit des trois nombres i, i' et 1", 

Les coefficients de — S* 6, h- S' 6, — S*6, . . . dans la partie multi- 
pliée par z sont : i® la somme des deux nombres 1 et 1'; 2"* la somme 
des produits deux à deux des trois nombres 1, i\ i""; 3^ la somme des 
produits trois à trois des quatre nombres 1, i, i'\ i", 

Les coefficients de — S* 6, -h S* 6, — S* 6, ... dans la partie multi- 
pliée par s^ sont : i^ la somme des trois nombres 1, i\ f\ 2^ la somme 
des produits deux à deux des quatre nombres «, i\ i\ f\ 3^ la somme 
des produits trois à trois des cinq nombres 1, 1', i\ 1*', /''', .... 

En opérant de la même manière sur les déclinaisons de la comète, 
sa déclinaison après le nombre z de jours depuis l'époque sera repré- 
sentée par la formule suivante 

y — I iy 4- m i^y — iï'î' i'y 4- û^i'i"' i*y — . . . 

iy ^ (î 4- i')ity ^ ^il 4. ii^f^ l'i») j%y 

— ( iï' i' 4- W i" -h ii" i" -h i' i" i' ) d* y 



(7) 



/ ô»y — (i4-«'4-«^)(î»y j 

zA -H (U'4- Ï£^4- £^4- £"^4- /'«■*'4- T/'') -î^y . 



On supposera ensuite z égal à un petit nombre de jours, de manière 

OF.iivreê de L. — X . I 7 
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que les terndes multipliés par z^ ne montent qu'à un petit nombre de 
minutes, par exemple à quatre ou cinq minutes. Soit g ce nombre de 
jours, on fera successivement z ■= — q, s = oetz = y;on aura ainsi 
trois ascensions droites et trois déclinaisons correspondantes de la 
comète, éloignées Tune de l'autre d'un même intervalle de temps. Au 
moyen de ces positions on calculera avec soin les trois longitudes et 
les trois latitudes correspondantes, en portant la précision jusqu'aux 
secondes. Soient a^, a et a' les trois longitudes; 6,, 6 et 6' les trois 
latitudes boréales, les latitudes australes devant être supposées néga- 
tives. On réduira en secondes la quantité ^ ^ ' et, du logarithme de 

ce nombre de secondes, on retranchera le logarithme 3,55ooo8i; on 
aura le logarithme d'un nombre que nous désignerons par a. 

On réduira pareillement en secondes la quantité —^ — 5 ^ et, 

du logarithme de ce nombre de secondes, on retranchera le loga- 
rithme 1,7855911; on aura le logarithme d'un nombre que nous 
désignerons par b. 

En réduisant pareillement en secondes la quantité et en 

retranchant du logarithme de ce nombre de secondes le logarithme 
3,55ooo8i, on aura le logarithme d'un nombre que nous désigne- 
rons par A. 

Enfin on réduira en secondes la quantité — z -' et, en 

retranchant du logarithme de ce nombre de secondes le loga- 
rithme 1,7855911, on aura le logarithme d'un nombre que nous 
désignerons par /. 

C'est de la précision des valeurs de a, A, A, / que dépend l'exacti- 
tude des résultats suivants, et, comme leur formation est très simple, 
il faut choisir et multiplier les observations de manière à les obtenir 
avec toute la rigueur que ces observations comportent. 

Si le nombre des observations employées est impair, on pourra 
fixer l'époque à Tinstant de l'observation moyenne, ce qui simplifie 
les formules précédentes et ce qui dispensera de calculer les parties 
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indépendantes de 5 dans ces formules; car il est visible que ces 
parties sont respectivement égales à Tascension droite et à la décli- 
naison de l'observation movenne. 

3^ La détermination des quantités a, b, h et l serait plus simple si 
l'on avait réduit d'avance en longitude et en latitude les observations 
dont on fait usage. Dans ce cas, on supposera, dans les formules (p) 
et (y), que 6, 6', S'\ ... représentent les longitudes géoccntriques 
observées et que y, y\ y", ... représentent les latitudes correspon- 
dantes; en nommant toujours a et la longitude et la latitude géo- 
centrique de la comète, à l'instant que l'on a choisi pour époque, on 
aura : 

a égal à la partie indépendante de z dans la formule (p); 

Le logarithme de a, en réduisant en secondes le coefficient de z 
et en retranchant du logarithme de ce nombre de secondes le loga- 
rithme 3,55ooo8i; 

Le logarithme de b, en réduisant en secondes le coefficient de z'^, 
en prenant ensuite le logarithme du double de ce nombre de secondes 
et en retranchant de ce logarithme le suivant 1,7855911. 

On aura pareillement égal à la partie indépendante de :; dans la 
formule (q). 

On aura le logarithme de h en réduisant en secondes le coefficient 
de z dans cette formule et en retranchant 3,55ooo8i du logarithme 
de ce nombre de secondes. 

Enfin on aura / en réduisant en secondes le coefficient de 5' dans 
cette même formule et en retranchant 1,7855911 du logarithme du 
double de ce nombre de secondes. 

4° Pour éclaircir ce que nous venons de dire par un exemple, nous 
choisirons la comète de 1778, dont les observations faites par M. Mes- 
sier sont consignées dans le Volume des Mémoires de r Académie pour 
l'année i774« En réduisant à 17**, temps moyen à Paris, les obser- 
vations du i3 octobre, du 3i octobre, du 25 novembre et du i4 dé- 
cembre 1773, on a : 
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Ascension droite 
de la comète. Déclinaison boréale. 

1 3 octobre i54!ai.4o' 7! aiSo' 

3i » 165.45.52 i3. 33.15 

a5 novembre i8o.33.5i a3.47.45 

14 décembre 190.31. 33 3a.43.i3 

De ces observations, on tire 

a6:=228o%7, 3S'=2i3i%2, 86'=ii887%2, 

««6 iz:~ 3'',4767, d«6'=z- 5^5387, 3»6 =:- o%o3326. 

En prenant ensuite pour époque, le i3 novembre, à 17'', temps 
moyen, on a 

l=— 3l, l'nz — l3, «"r^ia, l^'z^Sl. 

La formule qui exprime l'ascension droite, après le nombre s de 
jours comptés depuis l'époque, sera donc 

i73°39'2i'h- aiSi'jg^ — 4',54i5'. 

On trouvera pareillement que la déclinaison sera exprimée par la 
formule 

i8«4i'ii'-m477%95 4-4'.4748xï«. 

En faisant successivement dans ces formules 5 — — 6, 5 = 0, 
z = 6, on aura les trois ascensions droites et les trois déclinaisons 
suivantes : 

Ascension droite. Déclinaison. 

170. 3.a6 16.16. 5 

173. 39. ai i8.4i-ii 

177- 9-49 21. 11.40 

En calculant ensuite les trois longitudes et les trois latitudes cor- 
respondantes, on trouve 



o . . o 



ai = 164.25. a4> ô, = ii. 0.34, 

a zr i66.38.a6, ::zi i4.36.32, 

a' = 168.41. 18, 0'=ri8.i5.23; 

d'où l'on tire 

a zi: o,36o6o5, b=i — 0,277611, 

A ^=0,612729, / = 0,078732. 
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5^ On déterminera la longitude de la Terre vue du Soleil, à l'instant 
que l'on a choisi pour époque; soient 

A cette longitude; 

R la distance correspondante de la Terre au Soleil; 

R' la distance qui répond à la longitude A + 90^ de la Terre. 

On formera les trois équations 



(i) r*=: — r-^ -f-aRdrcos(A — a)-+-RS 

__ Rsin(A-«) / i_ _±\_bx 



(3) 



[/ni X /A V sin(A — a)"l 
(R'- I) cos( 4 - «) î-g -'J 

T/D/ V • /A X C0S(A — (3f)"l I 2 

-4- aaxi (R'- i) sin(A - a) H ^-^ ^J h- — - - 



Pour tirer de ces équations les valeurs des trois inconnues rc, y 
et r, il sera beaucoup plus commode d'employer, au lieu des coeffi- 
cients connus, leurs logarithmes. On fera une première supposition 
pour rr; on le supposera, par exemple, égal à l'unité, et l'on en tirera, 
au moyen des équations (i) et (2), les valeurs de r et de y; on substi- 
tuera ensuite ces valeurs dans l'équation (3), et, si le reste est nul, ce 
sera une preuve que la valeur dex a été bien choisie; mais, si ce reste 
est négatif, on augmentera la valeur de x, et on la diminuera si le 
reste est positif; on aura ainsi, au moyen d'un petit nombre d'essais, 
les véritables valeurs de rc, y et r; mais, comme ces inconnues peu- 
vent être susceptibles de plusieurs valeurs, il faudra choisir celle qui 
satisfait exactement, ou à peu près, à l'équation 

^ = -x(^AUng0^ - -^ ^ j 

(4) ' ^ ^ 



Rsmdcosd 

7 cos 

2n 



^^-'[{p-w) 
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Il faudra même employer cette équation de préférence à Féqua- 
tion (2), si l'on a />6; et alors ce sera Téquation (2) qui servira de 
vérification. 

Ayant ainsi les valeurs de x^ y et r, on formera la quantité 



P = rriy -¥ hxidiï\zO) -h Rrcos(A — a) 



-h X [(R'- I) cos( A - a) - ?î£i^— ?^1 -+- Rtfor sin(A — a) -h R(R'-i). 
La distance périhélie D de la comète sera 

D=:r-îP«; 

le cosinus de Tanomalie u de la comète sera 

3D 

cosu =^ 1; 

r 

d'où l'on conclura, par la Table du mouvement des comètes, le temps 
employé à parcourir l'angle u; et, pour avoir l'instant du passage par 
le périhélie, il faudra ajouter ce temps à l'époque si P est négatif, et 
le soustraire si P est positif, parce que, dans le premier cas, la co- 
mète s'approche du périhélie, et que, dans le second cas, elle s'en 
éloigne. 

6** Relativement à la comète de 1773, l'époque étant fixée comme 
ci-dessus au i3 novembre, à 17** temps moyen, on a 

A = 52° II '7', 
R = 0,98887, 
R'= 0,98816. 

Les équations (i), (2) et (3) deviennent 

r' — 1,06794^' — 0,818337^ "♦■ <>>976877, 
7 =: - 1,29204 -+- o,384923ar - li^^, 

o - 7'-h o,i3oo36j7»-h (0,2606467 -+- o,654355^)« 
-h 1,85 1797 — 0,2943090: 4- 1,02867 
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Je trouve, avec peu d'essais, 

x:=i,6oii5, 
J' = — o,34ii3, 
logr =10,1905079. 

Ces valeurs satisfaisant à très peu près à l'équation (4), j'en conclus 
qu'elles doivent être adoptées; je forme donc à leur moyen la quan- 
tité P, et je trouve 

P == 0,9448, 

ce qui donne 

D = 1,10434, 

V r^ 64*53' 19". 

Le signe de P étant positif, la comëte a déjà passé par son périhélie; 
d'où je conclus que ce passage a eu lieu le 5 septembre à 21** i4"*, 
temps moyen à Paris. 

Détermination exacte des éléments de iorbite lorsque l'on connaît à 
peu prés la distance périhélie et l'instant du passage de la comète par 
ce point. 

7^ On choisira trois observations éloignées de la comëte; en partant 
ensuite de la distance périhélie et de l'instant du passage par ce point, 
déterminés par ce qui précède, on calculera facilement les trois ano- 
malies de la comète et ks trois rayons vecteurs correspondants aux 
instants des trois observations. Soient u, u', u'' ces anomalies, celles 
qui sont de côtés différents du périhélie devant être supposées de 
signes contraires; soient, de plus, r, /, r" les rayons vecteurs corres- 
pondants de la comète; on aura les angles compris entre r et r\ et 
entre r et r", en soustrayant l'une de l'autre les anomalies correspon- 
dantes. Soient U le premier de ces angles et U' le second. 

Nommons encore 

a, a', a" les trois longitudes géocentriques observées de la comète; 
0, 0', 0" ses trois latitudes géocentriques; 
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C, C, C" les trois longitudes correspondantes du Soleil; 
R, R', R" ses trois distances à la Terre; 
6, 6', 6" les trois longitudes héliocentriques de la comète; 
cj, o', cj" ses trois latitudes héliocentriques. 

Cela posé : 

On imaginera la lettre S au centre du Soleil, la lettre T au centre de 
la Terre, la lettre C au centre de la comète, et la lettre C à sa projec- 
tion sur le plan de Técliptique. On aura l'angle STC en prenant la 
différence des longitudes géocentriques de la comète et du Soleil; en 
multipliant ensuite le cosinus de cet angle par celui de la latitude 
géocentrique de la comète, on aura le cosinus de Tangle STG; dans 
le triangle rectiligne STC, on connaîtra donc Tangle STC, le côté ST 
ou R, et le côté SC ou r; on aura ainsi, par les règles de la Trigono- 
métrie rectiligne, l'angle CST. On aura ensuite la latitude héliocen- 
trique zs de la comète, au moyen de l'équation 

sindsinCST 



smcj — 






L'angle TSC est le côté d'un triangle sphérique rectangle dont l'hy- 
poténuse est l'angle TSC, et dont un des côtés est l'angle n; d'où l'on 
tire aisément TSC et, par conséquent, la longitude héliocentrique 6 de 

# 

la comète. On aura de la même manière n', 6', v^ et S'", et les valeurs 

de 6,-6', €" feront aisément connaître si le mouvement de la comète 

est direct ou rétrograde. 

Si l'on conçoit les deux arcs de latitude u et u' réunis au pôle de 

l'écliptique, ils y formeront un angle égal à 6'— 6, et, dans le triangle 

sphérique formé par cet angle et par les côtés 90" — n et 90^ — u', le 

côté opposé k l'angle 6' — 6 sera l'angle au Soleil compris entre les 

deux rayons vecteurs r et r'. On le déterminera facilement par les 

analogies connues de la Trigonométrie sphérique ou par la formule 

suivante 

cosV - cos(6'— 6) coscTCOscj'-i- sincTsincn', 

dans laquelle V représente cet angle. 
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En nommant pareillement Y' l'angle formé par les deux rayons vec- 
teurs r et fy on aura 

cosV'=: cos(6'— 6) cosctcostïj'h- sinGTSinci'. 

Maintenant, si la distance périhélie et l'instant du passage de la 
comète par ce point étaient exactement déterminés, on aurait 

VrzU et V'=U'; 

mais, comme cela n'arrivera presque jamais, on supposera 

Nous observerons ici que le calcul du triangle STC donne, pour 
l'angle CST, deux valeurs différentes, savoir CSX et iSo**— 2STC-CST. 
On aura ainsi deux valeurs différentes pour chacune des quantités €, 
u, 6', xs\ &\ Ts". Le plus souvent, la nature du mouvement de la comète 
fera connaître la valeur de CST dont on doit faire usage, surtout si ces 
deux angles sont très différents; car alors l'un d'eux placera la comète 
plus loin que l'autre de la Terre, et il sera facile de reconnaître par le 
mouvement apparent de la comète, à l'instant de l'observation, lequel 
des deux angles doit être préféré; dans un grand nombre de cas, l'un 
d'eux sera négatif et devra par conséquent être rejeté; mais, s'il res- 
tait de l'incertitude à cet égard, on pourra toujours déterminer les 
véritables valeurs de 6, 6', 6", en observant de prendre pour 6 et 6' les 
deux angles qui rendent V très peu différent de U, et de prendre pour 
6 et 6" les deux angles qui rendent V très peu différent de U'. 

On fera ensuite une seconde hypothèse, dans laquelle, en conser- 
vant le même instant du passage par le périhélie que ci-dessus, on 
fera varier la distance périhélie d'une petite quantité, par exemple 
de la cinquantième partie de sa valeur, et l'on cherchera, dans cette 
hypothèse, les valeurs de U — V et de U'— V. Soient alors 

Enfin on formera une troisième hypothèse, dans laquelle, en con- 

OKupres de L, -^ X, l8' 
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servant la même distance périhélie que dans la première, on fera va- 
rier d'un demi-jour ou d'un jour, plus ou moins, l'instant du passage 
par le périhélie. On cherchera, dans cette nouvelle hypothèse, les va- 
leurs de U — V et de U'— T. Soient alors 

m'=z U - V, n'= U' - V. 

Cela posé, si Ton nomme u le nombre par lequel on doit multiplier la 
variation supposée dans la distance périhélie pour avoir la véritable, 
et / le nombre par lequel on doit multiplier la variation supposée dans 
l'instant du passage par le périhélie pour avoir ce véritable instant; 
on aura les deux équations 

u{m — m')-f-/(m — m')=im, 
u{n — /i') -f-/(n — n") =:/i; 

d'où l'on tirera u et /, et, par conséquent, la distance périhélie cor- 
rigée et le véritable instant du passage de la comète par ce point. 

8"^ Si l'on nomme y la position du nœud qui serait ascendant si le 
mouvement de la comète était direct, et 9 l'inclinaison de Torbite, on 
aura 

langd' sinS — ■ tangcj sin 6' 
"•^ tangGj' cos b — tangGT cos 6' 

tangw' 

**"«'? = sip(6'-y) 

ou 

. _ tangïo' sin6 — tangcr sine' 

^•^ ~" iangiîJ*cos6 — tangcrcosê'' 
tangTij' 

lang9 = -7— TgP r: • 

°^ sm(6'— y) 

Supposons que, pour déterminer les angles j et 9, on se serve des 
deux dernières formules, il est visible que la tangente de j peut éga- 
lement appartenir aux deux angles J et iS6^-hj\ j étant le plus petit 
des angles positifs auxquels elle puisse appartenir. Pour déterminer 
lequel de ces deux angles il faut employer^ on observera que ç et 
tang(p doivent être positifs, et qu'ainsi sin(6''— y) doit être de mémo 
signe que tangcr^; cette condition déterminera l'angle y, et cet angle 
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sera la position du nœud ascendant, si le mouvement de la comëte est 
direct; mais, si ce mouvement est rétrograde, il faut lui ajouter iSo"" 
pour avoir la position de ce nœud. 

L'hypoténuse du triangle sphérique rectangle, dont 6"— y et xs" sont 
les côtés, est la distance de la comëte au nœud dans la troisième 
observation, et la différence entre cette hypoténuse et u" est l'inter- 
valle entre le nœud et le périhélie, compté sur l'orbite; d'où l'on con- 
clura facilement la position du périhélie sur l'orbite. 

9® Appliquons cette méthode à la comète de 1773; pour cela, nous 
choisirons les trois positions suivantes de la comëte, savoir : celle du 
i3 octobre à 17'', temps moyen à Paris; celle du 3o décembre à 18**, 
temps moyen; et celle du i**" avril 1774 à midi, temps moyen. Les 
observations donnent, pour ces instants, 

a z=i53.4o.22, ô z=— 3.21 .19, 
a' =176. 6.28, ^= 43.45.46, 
a' =: 137.25.82, 0'= 61.45.26; 

on a d'ailleurs 

C=i:6.2I. 7.41» lOgR = 9,9983500, 

ÇI — <^. 9.59. 3, logR' = 9,992563o, 

C'=: O. 1 1 .48.36, logR^:=: 0,00023oi . 

On formera une première hypothëse, dans laquelle la distance péri- 
hélie sera, comme on l'a trouvée ci-dessus, égale à i,io434; et le pas- 
sage par ce point a eu lieu le 5 septembre 1773 à 2i*'i4™, temps 
moyen à Paris. On trouvera, dans cette hypothèse, 

u = 4i«a6'59', u'z= 86022' 38% u'zz: 106057' 8% 

logr =: o,ioi2io4, logr'= o,3i7523o, logr'^: o,4938384; 

d'où Ton conclura d'abord 

U — 44° 55' 39, U'= 65o3o'9' 

et ensuite 

cj=:- 4031' i\ cj'= 33«43'47', c/= 49*28' i5', 
6= ii7<»59'5i% 6' = i42«34'38', 6' = i6io 5'44% 
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ce qui donne 

V = ii4^44'5o', V'= 65» 35' 47% 

partant 

/n = io'49', /i = — 5' 38'; 

la suite des valeurs de 6, 6', S'' indique un mouvement direct. 

On formera une seconde hypothèse, dans laquelle on conservera le 
mémo instant du passage par le périhélie que dans la première, et Ton 
augmentera la distance périhélie de 0,012; et Ton trouvera, dans cette 
hypothèse, 

m'=i4'7% n'=&i2'. 

Enfin on formera une troisième hypothèse, dans laquelle, en con- 
servant la même distance périhélie que dans la première, on fera 
varier d'un jour Tinstant du passage par le périhélie, en le fixant au 
5 septembre à 21*' 1 4", temps moyen; cette hypothèse donnera 

m'= - 25' 29% n'z= - 44' 1 8'. 

Au moyen de ces valeurs de m, m\ . . . , on formera les deux équa- 
tions 

2178/ — 19811 = 649, 

2320/ — 71011 = — 338; 

d'où Ton tire 

t =. 0,48547, u :=. 2,0624. 

La variation supposée dans l'instant du passage par le périhélie 
étant d'un jour, on aura le véritable instant en retranchant du 5 sep- 
tembre 21*' i4" un jour multiplié par 0,48547, ce qui donnera, pour 
cet instant, le 5 septembre à 9*" 34" 55*, temps moyen à Paris. 

Pareillement, la variation supposée dans la distance périhélie étant 
0,012, on aura la véritable correction de cette distance en multipliant 
0,012 par 2,o624f ce qui donnera 1,12909 pour la distance périhélie 
corrigée. 

Au moyen de ces éléments, on trouvera 



o 



w== — 4 -30.36, ct'^z 49.27.47» 
6 — 118.42.36, 6' = 161. 6.i8, 

'y=:io5.58.5o. 
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D*où l'on conclut le lieu y du nœud ascendant dans ê(^*i^ii':LY et 
rinclinaison de l'orbite de 6i®i4'43''- On aura la distance de la comète 
au nœud dans la dernière observation, en prenant l'hypoténuse du 
triangle rectangle dont 6"— y et u" sont les côtés, ce qui donne 
6o**5'56'' pour la distance de la comète à son nœud sur l'orbite. Sa 
distance au périhélie étant io5*^58'5o", le périhélie est moins avancé 
que le nœud, sur l'orbite, de 45® 52' 54"; en retranchant cette quantité 
du lieu j du nœud, on aura pour le lieu du périhélie sur l'orbite 
2»i5®i8'33''. On a donc, pour les véritables éléments de l'orbite de la 
comète de 1778 : 

Distance périhélie 1 ,1^909 

5 septembre. Instant du passage par le périhélie. 9*^34"* 55', temps moyen à Paris 

Lien du périhélie sur Torbite a» 1 5° 18' 33' 

Lieu du nœud ascendant 4* i • 1 1 «a? 

Inclinaison de l'orbite 61. 14. 4 3 

Le sens du mouvement de la comète est direct. 



Application de la méthode précédente à la seconde comète de 1781, 

par M. Méchain. 

10*^ Les observations que l'on a choisies pour calculer l'orbite do 
cette comète sont réduites en longitude et latitude. Elles sont, de 
plus, rapportées à la même heure du jour, savoir à S** 29™ 44*» temps 
moyen à Paris. Voici ces observations : 

Longitude 
de la comète. Latitude boréale. 



o , . . o 



14 novembre 307.14^5*= 6 55.17. 9 = 7 

17 » 306.57.32 = 6' 44'I7'I2 = y' 

19 » 306.51.26 = 6' 39.14.48 = 7" 

22 » 306.44.53 = 6* 33.49- i=Y*' 

25 » 306.41.37 = 6'^ 29.58.43 = 7'* 

11 faut ici faire usage de la méthode du 3^. 
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En prenant pour époque le 19 novembre à 8''29"44% on a 

, = -5, i'=-i, i'=o, i'=3, «"=6, 
ce qui donne 

as =-5'.44;33, iy =- s! 29.54,0, 

i& =—3. 3,0, iy' =— a.3i.ia,o, 

iB' =— îi.ii,o, iy" =—1.48.35,667, 

d6'=-i. 5,53, ay^=- 1.16.46,0; 



» _ • 



a«6 =3a',266, 4*y — i3.45,4, 

a«6'r=io,4, ^y'=^ 8.31,267, 

a«6^= 10,945, «*y'-= 5.18,278; 

3» 6 =-2% 733, ô'y ---39', 2666, 

3»6'= 0,0681, a»/=r-24',i236; 

d* 6 = 0% 2546, «* y = I ', 3766. 

La formule (p) du 2® devient ainsi 

3o6-5i'26'— 153^465 4- 10', 545», 

et la formule (q) du même numéro devient 

39<»i4'48''-7855',i65 4- 535%45«, 
d*où Ton a conclu 

ar=3o6»5i'26% 
ûr = — o,o4325oi, b = 0,345366, 

Ô = 39*i4'48', 
A = —2,213844, / = 17,54354; 

on a ensuite, à l'époque, 

A = 57»57'4', 

R =: 0,987248, W= 0,988820. 

De plus, la variation du mouvement de la comète en latitude étant 
considérablement plus grande que celle de son mouvement en longi- 
tude, il faut ici faire usage de l'équation (4)» préférablement à Téqua- 
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tion (2); les équations (i), (3) et (4) du 5® deviennent ainsi 

(i) r* = 1,667 387 j?' — 0,710618707 4-0,974653, 

o==j^' H- 0,001870570?'-!- (0,816937a/ — 3,6913340?)' 



(3) 



2 
— i,88ao446j' "h 0,03^43570; 4- 1,026006 •> 



(4) ^1= 5,771014-3? H — - — ^ — o,o4o86o53. 

. Ces trois équations ont donné 

X -=: 0,39107, 

y jz= a,358835, 
/• =0,9755798. 

Ces valeurs satisfont encore à Téquation (2) aussi bien qu'on doit 
l'attendre d'une équation qui ne peut être fort exacte, à cause du peu 
de mouvement de la comète en longitude. En les substituant dans 
l'expression de P, on a trouvé 

P= — 0,1 85628. 

Le signe négatif de P fait connaître que la comète n'a pas encore 
atteint son périhélie; on a trouvé ensuite la distance périhélie 

D = o,95835o9, 

l'anomalie u de la comète égale à i5*^i6'24'', ce qui répond à io*®"",4o34 ; 
d'où Ton a conclu que le passage au périhélie a eu lieu le 29 no- 
vembre à i8''io™34% temps moyen à Paris. 

Pour corriger ces éléments par la méthode du 7^, on a fait usage 
des trois observations suivantes : 

Temps moyen 
à Paris. 

1781. 9 0Ct. ài6.5o. o... a = i24-^7*42 h= o. 11.40 

i7nov.à 8.29.44... a'= 306.57.32 6'= 44.17.12 

2odée.à 6. 6.3o... 0^=306.17.59 6*= 17.34.25 
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De plus, on a 

C ziz 197.13.44, LogR =9,998864, 

C'= a3o.55.43, LogR'= 9,99460a, 

0"= 269 . ao . 35, LogR'i=: 9,99a748. 

Cela posé, on a formé une première hypothèse, dans laquelle la dis- 
tance périhélie est la même que celle qui vient d'être déterminée, 
c'est-à-dire égale à 0,9683509, et le passage par le périhélie a eu lieu 
le 29 novembre à i8**io°'34% temps moyen à Paris; on a trouvé, dans 

cette hypothèse, 

m — if 49', 

n m6'56^ 

et la suite des valeurs de 6, S' et &" a indiqué un mouvement rétro- 
grade. 

On a formé une seconde hypothèse, dans laquelle on a augmenté la 
distance périhélie de o,oo3, et l'on a conservé l'instant du passage 
par ce point. Cette hypothèse a donné 

m'=i-33'53% 
/i'=-ia'54'. 

Enfin on a formé une troisième hypothèse, dans laquelle, en con- 
servant la même distance périhélie que dans la première, on a fait 
varier de oi,25 l'instant du passage par le périhélie, que l'on a ainsi 
fixé au 29 novembre à i2''io™3i% et l'on a trouvé, dans cette der- 
nière hvpothèse, 

m''=48'i6', 

De ces valeurs on a tiré les deux équations 

3ioa« — 1839^ = 1069, 
1790M — 617^ = 1016, 

ce qui a donné 

u = 0,88 1 4o6, / =z 0,9 1 o4oo, 
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d'où l'on a conclu 

La vraie distance périhélie = 0,9609951, 

Le véritable instant du passage par le périhélie, le 2g novembre 

à ia*»4î»"46», temps moyen à Paris. 

Avec ces valeurs» on a trouvé 

m = io'33'i, isj^= 27» I i'56'î, 
6 = 770a' aa', 6'= 346•38'53^ 

d'où l'on a tiré, par le 8*>, 

• • • 

Lieu du nœud ascendant 77.22. 65 

Inclinaison de Torbite . , 27. la. 4 

Lieu du périhélie 16. 3. 7 

En rassemblant donc tous ces éléments, on a eu, pour les véritables 
éléments de l'orbite de la seconde comète de 1781 : 

Distance périhélie 0,9609951 

7g nov. Temps moyen du passage au périhélie 1 2.42.46 

Lieu du périhélie sur Torbite le*" 3' 7' 

Position du nœud ascendant 77 . 22 . 55 

Inclinaison de Torbite 27. 12. 4 

Le mouvement de la comète est rétrograde. 

Remarque. — Lorsqu'une comète commence à paraître, on est cu- 
rieux de connaître à peu près ses éléments pour savoir si elle res- 
semble à quelques-unes des comètes déjà observées; d'ailleurs, la 
connaissance approchée de sa route apparente peut être utile aux 
astronomes pour les diriger dans leurs observations. Or il sera facile, 
par la méthode des n^ i^ et suivants, de déterminer à peu près sa dis- 
tance périhélie et l'instant de son passage par ce point, au moyen des 
premières observations de la comète; mais il faudra, pour corriger 
ces éléments, attendre des observations éloignées entre elles. Les 
n~ 7^ et suivants renferment une méthode facile pour y parvenir et 
pour en déduire les autres éléments de l'orbite; mais, si l'on veut 

QKupreitie L. — X. 19 
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avoir ceux qui résultent de la distance et de Tinstant du périhéliet 
trouvés par la première approximation, on les obtiendra de cette ma- 
nière : 

On choisira les deux observations les plus éloignées que Ton ait 
déjà, et l'on déterminera par le n"* 7**, et en faisant usage de la distance 
et de rinstant du périhélie, trouvés par la première approximation, la 
longitude et la latitude héliocentrique de la comète, aux instants de 
ces observations. Soient S et n ces quantités relativement à la pre- 
mière observation; 6" et tr" ces mêmes quantités relativement à la 
seconde, et u'' l'anomalie de la comète correspondante à cette seconde 
observation. Les valeurs de S et 6" feront connaître si le mouvement 
de la comète est direct ou rétrograde; et les formules du n*^ 8** donne- 
ront l'inclinaison de l'orbite, la position de son nœud ascendant et 
celle du périhélie. 

Je terminerai ce Mémoire en invitant les observateurs à déterminer 
au moins quatre positions de chaque comète, à peu près équidistantes, 
et les plus éloignées qu'il est possible, avec toute la précision que l'on 
doit attendre de la perfection actuelle de l'Astronomie; il serait bon 
de rapporter, dans ces observations, la comète à la même étoile, ou à 
des étoiles dont on vérifierait de nouveau la position. Non seulement 
ces observations fixeraient exactement les éléments de son orbite, sur 
lesquels les erreurs des Catalogues, relativement aux étoiles placées 
hors du zodiaque, laissent quelquefois beaucoup d'incertitude, mais 
elles nous donneraient encore des^ lumières sur le retour périodique 
de la comète et sur les altérations qu'elle a pu éprouver par l'action 
des planètes, ce qu'il est impossible de reconnaître au milieu des 
erreurs des observations, lorsqu'elles sont rapportées à des étoiles 
dont la position est incertaine. 
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Mémoires de l'Jcadémie rofole des Sciences de Paris, année 1780; 1784 (^). 



Ce Mémoire est le résultat des expériences sur la chaleur, que nous 
avons faites en commun, M. de Lavoisier et moi, pendant Thiver der- 
nier; le froid peu considérable de cette saison ne nous a pas permis 
d'en faire un plus grand nombre; nous nous étions d'abord proposé 
d'attendre, avant que de rien publier sur cet objet, qu'un hiver plus 
froid nous eût mis à portée de les répéter avec tout le soin possible et 
de les multiplier davantage; mais nous nous sommes déterminés à 
rendre public ce travail, quoique très imparfait, par cette considé- 
ration que la méthode dont nous avons fait usage peut être de quelque 
utilité dans la théorie de la chaleur, et que sa précision et sa généra- 
lité pourront la faire adopter par d'autres physiciens qui, placés au 
nord de l'Europe, ont des hivers très favorables à ce genre d'expé- 
riences. 

Nous diviserons ce Mémoire en quatre articles : dans le premier, 
nous exposerons un moyen nouveau pour mesurer la chaleur; nous 
présenterons, dans le second, le résultat des principales expériences 
que nous avons faites par ce moyen ; dans le troisième, nous examine- 
rons les conséquences qui suivent de ces expériences; enfin, dans le 
quatrième article, nous traiterons de la combustion et de la respi- 
ration . 



(>) Par MM. Lavoisier et de la Place. 
(*) Lu à l'Académie le 18 juin 1788. 
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Article I. 
Exposition d'un nouveau moyen pour mesurer la chaleur. 

Quelle que soit la cause qui produit la sensation de la chaleur, elle 
est susceptible d'accroissement et de diminution, et sous ce point de 
vue elle peut être soumise au calcul; il ne parait pas que les anciens 
aient eu Tidée de mesurer ses rapports, et ce n'est que dans le dernier 
siècle que Ton a imaginé des moyens pour y parvenir. En partant de 
cette observation générale, qu'une chaleur plus ou moins grande fait 
varier sensiblement le volume des corps, et principalement celui des 
fluides, on a construit des instruments propres à déterminer ces chan- 
gements de volume; plusieurs physiciens de ce siècle ont perfectionné 
ces instruments, soit en déterminant avec précision des points fixes 
de chaleur, tels que le degré de la glace et celui de Teau bouillante à 
une pression donnée de l'atmosphère, soit en cherchant le fluide dont 
les variations de volume approchent le plud d'être proportionnelles 
aux variations de la chaleur; en sorte qu'il ne reste plus à désirer, 
relativement à sa mesure, qu'un moyen sûr d'en apprécier les degrés 
extrêmes. 

Mais la connaissance des lois que suit la chaleur, lorsqu'elle se ré- 
pand dans les corps, est loin de cet état de perfection nécessaire pour 
soumettre à l'analyse les problèmes relatifs à la communication et aux 
efiets de la chaleur, dans un système de corps inégalement échauffés, 
surtout quand leur mélange les décompose et forme de nouvelles com- 
binaisons. On-a déjà fait un grand nombre d'expériences intéressantes, 
d'où il résulte que dans le passage de l'état solide à l'état fluide, et de 
ce dernier état k celui de vapeurs, une grande quantité de chaleur est 
absorbée, soit qu'elle se combine dans ce passage, soit que la capacité 
de la matière pour la contenir augmente; on a de plus observé qa*à 
température égale les différents corps ne renferment point, sous le 
même volume, une égale quantité de chaleur, et qu'il y a entre eux, à 
cet égard, des différences indépendantes de leurs densités respectives; 
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on a même déterminé les rapports des capacités de plusieurs sub- 
stances pour contenir la chaleur, et comme, à la surface de la terre, 
les corps même les plus froids n'en sont pas entièrement privés, on a 
cherché à connaître les rapports de la chaleur absolue, à ses variations 
indiquées par les degrés du thermomètre; mais toutes ces détermina- 
tions, quoique fort ingénieuses, sont fondées sur dès hypothèses 
qui demandent encore à être vérifiées par un grand nombre d'expé- 
riences. 

Avant que d'aller plus loin, il importe de fixer d'une manière pré- 
cise ce que nous entendons par ces mots : chaleur libre, capacité de 
chaleur ou chaleur spécifique des corps. 

Les physiciens sont partagés sur la nature de la chaleur; plusieurs 
d'entre eux la regardent comme un fluide répandu dans toute la 
nature et dont les corps sont plus ou moins pénétrés, à raison de leur 
température et de leur disposition particulière à le retenir; il peut se 
combiner avec eux, et, dans cet état, il cesse d'agir sur le thermo' 
mètre et de se communiquer d'un corps à l'autre; ce n'est que dans 
l'état de liberté, qui lui permet de se mettre en équilibre dans les 
corps, qu'il forme ce que nous nommons chaleur libre. 

D'autres physiciens pensent que la chaleur n'est que le résultat des 
mouvements insensibles des molécules de la matière. On sait que les 
corps, même les plus denses, sont remplis d'un grand nombre de 
pores ou de petits vides, dont le volume peut surpasser considérable- 
ment celui de la matière qu'ils renferment; ces espaces vides laissent 
à leurs parties insensibles la liberté d'osciller dans tous les sens, et il 
est naturel de penser que ces parties sont dans une agitation conti- 
nuelle qui, si elle augmente jusqu'à un certain point, peut les désunir 
et décomposer les corps; c'est ce mouvement intestin qui, suivant les 
physiciens dont nous parlons, constitue la chaleur. 

Pour développer cette hypothèse, nous observerons que, dans tous 
les mouvements dans lesquels il n'y a point de changement brusque, 
il existe une loi générale que les géomètres ont désignée sous le nom 
de principe de la consersHUion des forces vives; cette loi consiste en ce 
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que» dans un système de corps qui agissent les uns sur les autres 
d'une manière quelconque» la force vive» c'est-à-dire la somme des 
produits de chaque masse par le carré de sa vitesse» est constante. Si 
les corps sont animés par des forces accélératrices» la force vive est 
égale à ce qu'elle était à l'origine du mouvement» plus à la somme des 
masses multipliées par les carrés des vitesses dues à Faction des forces 
accélératrices. Dans Thypothëse que nous examinons» la chaleur est la 
force vive qui résulte des mouvements insensibles des molécules d'un 
corps; elle est la somme des produits de la masse de chaque molécule 
par le carré de sa vitesse. 

Si l'on met en contact deux corps dont la température soit diffé- 
rente» les quantités de mouvement qu'ils se communiqueront réci- 
proquement seront d'abord inégales; la force vive du plus froid 
augmentera de la même quantité dont la force vive de l'autre dimi- 
nuera» et cette augmentation aura lieu jusqu'à ce que les quantités de 
mouvement communiquées de part et d'autre soient égales; dans cet 
état» la température des corps sera parvenue à l'uniformité. 

Cette manière d'envisager la chaleur explique facilement pourquoi 
l'impulsion directe des rayons solaires est inappréciable» tandis qu'ils 
produisent une grande chaleur. Leur impulsion est le produit de leur 
masse par leur simple vitesse; or» quoique cette vitesse soit excessive» 
leur masse est si petite que ce produit est presque nul; au lieu que, 
leur force vive étant le produit de leur masse par le carré de leur 
vitesse» la chaleur qu'elle représente est d'un ordre très supérieur à 
celui de leur impulsion directe. Cette impulsion sur un corps blanc 
qui réfléchit abondamment la lumière est plus grande que sur un 
corps noir» et cependant les rayons solaires communiquent au pre- 
mier une moindre chaleur» parce que ces rayons» en se réfléchissant» 
emportent leur force vive qu'ils communiquent au corps noir qui les 
absorbe. 

Nous ne déciderons point entre les deux hypothèses précédentes; 
plusieurs phénomènes paraissent favorables à la dernière : tel est» par 
exemple, celui de la chaleur que produit le frottement de deux corps 
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solides; mais il en est d'autres qui s'expliquent plus simplement dans 
la première; peut-être ont-elles lieu toutes deux à la fois. Quoi qu'il 
en soit, comme on ne peut former que ces deux hypothèses sur la 
nature de la chaleur, on doit admettre les principes qui leur sont com- 
muns : or, suivant l'une et l'autre, la quantité de chaleur libre reste 
toujours la mime dans le simple mélange des corps. Gela est évident si 
la chaleur est un fluide qui tend à se mettre en équilibre, et, si elle 
n'est que la force vive qui résulte du mouvement intestin de la ma- 
tière, le principe dont il s'agit est une suite de celui de la conservation 
des forces vives. La conservation de la chaleur libre, dans le simple 
mélange des corps, est donc indépendante de toute hypothèse sur la 
nature de la chaleur; elle a été généralement admise par les physi- 
ciens, et nous l'adopterons dans les recherches suivantes. 

Si la chaleur est un fluide, il est possible que dans la combinaison 
de plusieurs substances elle se combine avec elles ou qu'elle s'en 
dégage; ainsi rien n'indique a priori que la chaleur libre est la même 
avant et après la combinaison ; rien ne l'indique encore dans l'hypo- 
thèse où la chaleur n'est que la force vive des molécules des corps, 
car les substances qui se combinent agissant l'une sur l'autre en 
vertu de leurs affinités réciproques, leurs molécules sont soumises 
à l'action de forces attractives qui peuvent changer la quantité de 
leur force vive et, par conséquent, celle de la chaleur; mais on doit 
admettre le principe suivant comme étant commun aux deux hypo- 
thèses : 

Si dans une combinaison ou dans un changement d'état quelconque, 
il y a une diminution de chaleur libre, cette chaleur reparaîtra tout 
entière lorsque les substances revendront à leur premier étal; et réci^ 
proquement, si dans la combinaison ou dans le changement d'état, il y 
a une augmentation de chaleur libres cette nouvelle chaleur disparaîtra 
dans le retour des substances à leur état primitif. 

Ce principe est d'ailleurs confirmé par l'expérience, et la détonation 
du nitre nous en fournira dans la suite une preuve sensible. On peut 
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le généraliser encore et l'étendre à tous les phénomènes de la chaleur 
de la manière suivante : Toutes les variations de chaleur soit réelles^ soit 
apparentes 9 qu^éprouve un système de corps en changeant d'état, se repro- 
duisent dans un ordre inverse lorsque le système repasse à son premier 
état. Ainsi les changements de la glace en eau et de Teau en vapeurs 
font disparaître au thermomètre une. quantité considérable de chaleur 
qui reparait dans le changement de l'eau en glace et dans la conden- 
sation des vapeurs. En général, on fera rentrer la première hypothèse 
dans la seconde en y changeant les mots de chaleur libre, chaleur com' 
binée et chaleur dégagée, dans ceux de force vwe, perte de force vive et 
augmentation de force vive. 

Dans l'ignorance où nous sommes sur la nature de la chaleur, il ne 
nous reste qu'à bien observer ses effets dont les principaux consistent 
à dilater les corps, à les rendre fluides et à les convertir en vapeurs. 
Parmi ces effets, il faut en choisir un, facile à mesurer, et qui soit 
proportionnel à sa cause; cet effet représentera la chaleur, de même 
qu'en Dynamique nous représentons la force par le produit de la 
masse et de la vitesse, quoique nous ignorions la nature de cette 
modification singulière, en vertu de laquelle un corps répond succes- 
sivement à différents points de l'espace. L'effet par lequel on mesure 
ordinairement la chaleur est la dilatation des fluides et principale- 
ment celle du mercure : la dilatation de ce dernier fluide est, suivant 
les expériences intéressantes de M. de Luc, à très peu près propor- 
tionnelle à la chaleur, dans tout l'intervalle compris entre le degré de 
la glace et celui de l'eau bouillante; elle peut suivre une loi différente 
dans des degrés fort éloignés. Nous indiquerons dans la suite un autre 
effet de la chaleur, qui lui est constamment proportionnel, quelle que 
soit son intensité. 

Nous ferons usage du thermomètre de mercure, divisé en quatre- 
vingts parties égales, depuis la température de la glace fondante jus- 
qu'à celle de l'eau bouillante à la pression d'une colonne de 28 pouces 
de mercure; chaque partie forme un degré, et l'origine des degrés» ou 
le zéro du thermomètre, est le terme de la glace fondante, en sorte que 
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les degrés inférieurs doivent être considérés comme éUnt négatifs : 
nous supposerons l'échelle de ce thermomètre prolongée indéfiniment 
au-dessous du zéro et au-dessus du degré de Teau bouillante et divisée 
proportionnellement à la chaleur. Ces divisions, qui sont à peu près 
égales depuis zéro jusqu'à 80^, peuvent être fort inégales dans les 
parties éloignées de l'échelle; mais, quelles qu'elles soient, chaque 
degré mesurera toujours une quantité constante de chaleur. 

Si l'on suppose deux corps égaux en masse et réduits à la même 
température, la quantité de chaleur nécessaire pour élever d'un degré 
leur température peut n'être pas la même pour ces deux corps; et, si 
l'on prend pour unité celle qui peut élever d'un degré la température 
d'une livre d'eau commune, on conçoit facilement que toutes les 
autres quantités de chaleur, relatives aux différents corps, peuvent 
être exprimées en parties de cette unité. Nous entendrons dans la 
suite par capacùés de chaleur ou chaleurs spécifiques ces rapports des 
quantités de chaleur nécessaires pour élever d'un même nombre de 
degrés leur température à égalité de masse. Ces rapports peuvent varier 
suivant les différents degrés de température; si, par exemple, les quan- 
tités de chaleur nécessaires pour élever une livre de fer et une livre de 
mercure de zéro à i^ sont dans le rapport de 3 à 1, celles qu'il faut 
employer pour élever ces mêmes substances de 200® à 201® peuvent 
être dans un rapport plus grand ou moindre ; mais on peut supposer 
ces rapports à peu près constants depuis zéro jusqu'à 80^, du moins 
l'expérience ne nous y a point fait apercevoir de différence sensible. 
C'est pour cet intervalle que nous déterminerons les chaleurs spéci- 
fiques des diverses substances. 

On a fait usage de la méthode suivante pour avoir ces quantités. 
Considérons une livre de mercure à zéro et une livre d'eau à 34®; en 
les mêlant ensemble, la chaleur de l'eau se communiquera au mer- 
cure et, après quelques instants, le mélange prendra une température 
uniforme : supposons qu'elle soit de 33** et que, en général, dans le 
mélange de plusieurs substances qui n'ont point d'action chimique 
les unes sur les autres, la quantité de chaleur reste toujours la même ; 
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dans ces suppositions, le degré de chaleur perdu par Peau aura élevé 
la température du mercure de 33**, d'où il suit que, pour élever le 
mercure à une température donnée, il ne faut que la trente-troisième 
partie de la chaleur nécessaire pour élever Teau à la même tempéra- 
ture, ce qui revient à dire que la chaleur spécifique du mercure est 
trente-trois fois moindre que celle de Tcau. 

On peut de là tirer une règle générale et fort simple pour déter- 
miner, par la voie des mélanges, la chaleur spécifique des corps; car, 
si Ton nomme m la masse du corps le plus échaufie, exprimée en 
parties de la livre prise pour unité; a le degré du thermomètre qui 
indique sa température; q la chaleur nécessaire pour élever d'un 
degré la température d'une livre de cette substance; si l'on désigne 
par m\ a\ if les mêmes quantités, relativement au corps le moins 
échauffé; et qu'enfin l'on nomme h le degré du thermomètre qui 
indique la température du mélange lorsqu'elle est parvenue à l'uni- 
formité, il est visible que la chaleur perdue par le corps m est en 
raison de sa masse m et du nombre de degrés a — h dont sa tempéra- 
ture a été diminuée, multiplié par la quantité q de chaleur qui pebt 
élever d'un degré la température d'une livre de cette substance; on 
aura donc mq{a — b) pourJ'expression de cette quantité de chaleur 
perdue. 

Par la même raison, la quantité de chaleur acquise par le corps m' 
est, en raison de sa masse nï et du nombre de degrés b ^ a' dont sa 
température a été augmentée, multiplié par la quantité ^, ce qui 
donne m'q'{b — a!) pour l'expression de cette quantité de chaleur. 
Mais, puisque l'on suppose que, après le mélange, la quantité de cha- 
leur est la même qu'auparavant, il faut égaler la chaleur perdue par 
le corps m à la chaleur acquise par le corps m\ d'où l'on tire 

cette équation ne fait connaître ni q^ ni ^, mais elle donne pour leur 
rapport 

g __ m'(b — a') 
q' "" m(a — b) ' 
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On aura donc ainsi le rapport des chaleurs spécifiques des deux 
corps m et m\ en sorte que, si Ton compare les diverses substances 
de la nature à une même substance, par exemple à Teau commune, 
on pourra déterminer par ce moyen les chaleurs spécifiques de ces 
substances, en parties de la chaleur spécifique de la substance k 
laquelle on les rapporte. 

Cette méthode, dans la pratique, est sujette à un grand nombre 
d'inconvénients qui peuvent occasionner des erreurs sensibles dans 
les résultats; le mélange des substances dont la pesanteur spécifique 
est très difierente, telle que Teau et le mercure, est difficile à faire de 
manière à être assuré que toutes ses parties ont la même température. 
Il faut ensuite avoir égard à la chaleur dérobée par les vases et par 
Tatmosphère, tandis que la température du mélange parvient à Tuni'* 
formité, ce qui exige un calcul délicat et sujet à erreur. On ne peut, 
d'ailleurs, comparer directement par cette voie les substances qui ont 
une action chimique les unes sur les autres; il faut alors les comparer 
à une troisième substance sur laquelle elles n'aient aucune action, et, 
s'il n'existe point de semblable substance, il faut les comparer avec 
deux corps et même avec un plus grand nombre, ce qui, en multipliant 
les rapports à déterminer les uns par les autres, multiplie les erreurs 
des résultats. Cette méthode serait encore d'un usage presque impos- 
sible pour avoir le froid ou la chaleur produits par les combinaisons, 
et elle est absolument insuffisante pour déterminer celle que la com- 
bustion et la respiration dégagent. L'observation de ces phénomènes 
étant la partie la plus intéressante de la théorie de la chaleur, nous 
avons pensé qu'une méthode propre à les déterminer avec précision 
serait d'une grande utilité dans cette théorie puisque, sans son 
secours, on ne formerait sur leur cause que des hypothèses dont il 
serait impossible de faire voir l'accord ayec l'expérience. Cette con- 
sidération nous a déterminés à nous en occuper d'abord, et nous 
allons exposer ici celle à laquelle nous sommes parvenus et les 
réflexions qui nous y ont conduits. 

Si l'on transporte une masse de glace refroidie à un degré quel- 
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conque dans une atmosphère dont la température soit au-dessus du 
zéro du thermomètre» toutes ses parties éprouTeront Inaction de la 
chaleur de l'atmosphère jusqu'à ce que leur température soit par- 
venue à zéro. Dans ce dernier état, la chaleur de l'atmosphère s'ar- 
rêtera à la surface de la glace sans pouvoir pénétrer dans l'intérieur; 
elle sera uniquement employée à fondre une première couche de glace 
qui l'absorbera en se résolvant en eau; un thermomètre placé dans 
cette couche se maintiendra au même degré, et le seul effet sensible 
de la chaleur sera le changement de la glace en fluide. Lorsqu'en- 
suite la glace viendra à recevoir un nouveau degré de chaleur, une 
nouvelle couche se fondra et absorbera ainsi toute la chaleur qui lui 
sera communiquée; en vertu de cette fonte continuelle de la glace» 
tous les points intérieurs de sa masse se présenteront successivement 
à la surface, et ce n'est que dans cette position qu'ils commenceront à 
éprouver de nouveau l'action de la chaleur des corps environnants. 

Que l'on imagine présentement, dans une atmosphère dont la tem- 
pérature soit au-dessus de zéro, une sphère de glace creuse à la tempé- 
rature de o® et dans l'intérieur de laquelle on place un corps échauffé 
à un degré quelconque : il suit de ce que nous venons de dire que la 
chaleur extérieure ne pénétrera point dans la cavité de la sphère et 
que la chaleur du corps ne se perdra point au dehors et s'arrêtera à 
la surface intérieure de la cavité, dont elle fondra continuellement de 
nouvelles couches, jusqu'à ce que la température de ce corps soit par- 
venue à zéro. On n'a point à craindre que la fonte de la glace inté- 
rieure soit due à d'autres causes qu'à la chaleur perdue par le corps, 
puisque cette glace est garantie de l'impression de toute autre cha- 
leur par l'épaisseur de glace qui la sépare de l'atmosphère ; et, par 
la même raison, on doit être assuré que toute la chaleur du corps, 
en se dissipant, est arrêtée par la glace intérieure et uniquement 
employée à la fondre. De là il résulte que, si Ton recueille avec soin 
l'eau renfermée dans la cavité de la sphère lorsque la température du 
corps sera parvenue à zéro, son poids sera exactement proportionnel 
à la chaleur que ce corps aura perdue en passant de sa température 
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primitiye à celle de la glace fondante, car il est clair qu'une double 
quantité de chaleur doit fondre deux fois plus de glace, en sorte que 
la quantité de glace fondue est une mesure très précise de la chaleur 
employée à produire cet effet. 

Maintenant, rien n'est plus simple que la détermination des phéno- 
mènes de la chaleur : veut-on, par exemple, connaître la chaleur 
spécifique d'un corps solide, on élèvera sa température d'un nombre 
quelconque de degrés; en le plaçant ensuite dans l'intérieur de la 
sphère dont nous venons de parler, on l'y laissera jusqu'à ce que sa 
température soit réduite à zéro, et l'on recueillera l'eau que son 
refroidissement aura produite; cette quantité d'eau, divisée par le 
produit de la masse du corps et du nombre de degrés dont sa tempé- 
rature primitive était au-dessus de zéro, sera proportionnelle à sa 
chaleur spécifique. 

Quant aux fluides, on les renfermera dans des vases dont on aura 
soin de déterminer les capacités de chaleur, et l'opération sera h 
même que pour les solides, à cela près que, pour avoir les quantités 
d'eau qui sont dues au refroidissement des fluides, il faudra soustraire 
des quantités d'eau recueillies celles que les vases ont dû produire. 

Yeut-on connaître la chaleur qui se dégage dans la combinaison de 
plusieurs substances, on les réduira toutes, ainsi que le vase qui doit 
les renfermer, à la température de zéro ; ensuite on mettra leur mé- 
lange dans l'intérieur de la sphère de glace, en ayant soin de l'y con- 
server jusqu'à ce que sa température soit nulle; la quantité d'eau 
recueillie dans cette expérience sera la mesure de la chaleur qui aura 
été dégagée. 

Pour mesurer le degré de froid produit dans certaines combinai- 
sons, telles que les dissolutions des sels, on élèvera chacune des sub- 
stances à une même température, que nous désignerons par m degrés 
du thermomètre; ensuite on les mêlera dans l'intérieur de la sphère, 
et l'on observera la quantité de glace fondue par le refroidissement du 
mélange jusqu'à zéro. Soit a cette quantité; pour connaître le nombre 
de degrés dont la température des substances est abaissée par leur 
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mélange au-dessous de leur température primitive m, on élèvera la 
température de ce mélange à un nombre quelconque ni de degrés» et 
Ton observera la quantité de glace fondue par son refroidissement 
jusqu'à zéro ; soit a' cette quantité. Cela posé, puisqu'à une quantité a! 
de glace fondue répond une température m' du mélange» il est clair 
qu'à la quantité a de glace fondue doit répondre une température 

égale à -7 m'; cette température est donc celle qui résulte du mélange 

des substances élevées à la température m; en la retranchant consé- 

quemment de /n» on aura '^^ — pour le nombre des degrés de 

froid produits par le mélange. 

On sait que les corps, en passant de l'état solide à Tétat fluide, 
absorbent de la chaleur, et que, en repassant de l'état fluide à l'état 
solide, ils la restituent à l'atmosphère et aux corps environnants : 
pour la déterminer, représentons par m le degré du thermomètre 
auquel un corps commence à se fondre ; en l'échaufiant au degré 
/w — /i et en le plaçant ensuite dans l'intérieur de la sphère, il fera 
fondre, en se refroidissant jusqu'à zéro, une quantité de glace que 
nous désignerons par a; en l'échauffant jusqu'au degré m + n , il fera 
fondre, en se refroidissant, une quantité de glace que nous désigne- 
rons par o[\ enfin, en l'échaufiant au degré m -h n', il fera fondre, par 
son refroidissement, une quantité de glace que nous désignerons 
par a". Cela posé, on aura a'— a! pour la quantité de glace que peut 
fondre le corps dans l'état fluide, en se refroidissant de n'—n' degrés; 
d'où il suit que, en se refroidissant de n' degrés, il fera fondre une 

quantité de glace égale à \_^ , • On trouvera pareillement que le 

corps, en se refroidissant de m degrés dans l'état solide, fera fondre la 

quantité de glace — 3-; en nommant donc x la quantité de glace que 

peut fohdre la chaleur dégagée par le corps dans son passage de l'état 
fluide à Tétat solide , on aura, pour la quantité totale de glace que 
doit fondre le corps échaufie à m + n' degrés, 

n'{a'—a') ma 

—4 r^ -^xH , 

n' — n m — n 
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le premier terme de cette quantité étant du à la chaleur dégagée par 
le corps avant qu'il passe à Fétat solide; le second terme étant l'effet 
de la chaleur qui se développe au moment de ce passage, et le troi- 
sième terme étant dû à la chaleur perdue par le corps dans son état 
solide, en se refroidissant jusqu'à zéro. Si l'on égale la quantité pré- 
cédente à la quantité observée a' de glace fondue, on aura 
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pour Texactitude du résultat, il est avantageux do faire n et n' peu 
considérables. 

Non seulement la valeur de x sera donnée par cette expérience; on 
aura de plus les chaleurs spécifiques du corps dans ses deux états de 
solidité et de fluidité, puisque l'on connaît les quantités de glace qu'il 
peut fondre dans ces deux états, en se refroidissant d'un nombre 
donné de degrés. 

La détermination de la chaleur que développent la combustion et la 
respiration n'offre pas plus de difliculté : on brûlera les corps combus- 
tibles dans l'intérieur de la sphère; on y laissera respirer les animaux; 
mais, comme le renouvellement de l'air est indispensable dans ces 
deux opérations, il sera nécessaire d'établir une communication entre 
l'intérieur de la sphère et l'atmosphère qui l'environne, et, pour que 
l'introduction d'un nouvel air ne cause aucune erreur sensible dans 
les résultats, il faudra faire ces expériences à une température très 
peu différente de zéro, ou du moins réduire à cette température Tair 
que l'on introduit. 

La recherche de la chaleur spécifique des différents gaz est plus dif- 
ficile à cause de leur peu de densité, car, si l'on se contentait de les 
renfermer dans des vases comme les autres fluides, la quantité de 
glace fondue serait si peu considérable, que le résultat de l'expérience 
en deviendrait fort incertain; mais, si dans l'intérieur de la sphère 

OP.nvrts de L, — X . 31 
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on place un tuyau recourbé en forme de serpentin, que Ton établisse 
dans ce tuyau un courant d'air d'une nature quelconque, et que, au 
moyen de deux thermomètres placés dans ce courant, Tun à son en- 
trée et l'autre à sa sortie de l'intérieur de la sphère, on détermine le 
nombre de degrés dont l'air se refroidit dans son passage, on pourra 
refroidir ainsi une masse d'air considérable et déterminer avec préci- 
sion sa chaleur spécifique. Le même procédé peut être employé pour 
avoir la quantité de chaleur qui se dégage dans la condensation des 
vapeurs des différents fluides. 

On voit, par le détail dans lequel nous venons d'entrer, que la mé- 
thode précédente s^étend à tous les phénomènes dans lesquels il y a 
développement ou absorption de chaleur. On pourra toujours, dans ces 
différents cas, déterminer les quantités de chaleur qui se dégagent ou 
qui s'absorbent, et les rapporter à une unité commune, par exemple 
à la chaleur nécessaire pour élever une livre d'eau de zéro à 80*" : 
ainsi l'on pourra connaître et comparer entre elles les quantités de 
chaleur que produisent les combinaisons de l'huile de vitriol avec 
l'eau, de celle-ci avec la chaux vive, de la chaux vive avec l'acide ni- 
treux, etc.; celles qui se dissipent dans les combustions du phosphore, 
du soufre, du charbon, dupyrophore, etc.; dans la détonation du nitre, 
dans la respiration des animaux, etc., ce qui était impossible par les 
moyens jusqu'ici connus. 

Nous n'avons considéré une sphère de glace que pour mieux faire 
entendre la méthode dont nous avons fait usage. Il serait très difficile 
de se procurer de semblables sphères, mais nous y avons suppléé au 
moven de la machine suivante. 

La ^g. I de la PI. I représente cette machine vue en perspective ; la 
^g, 3 représente sa coupe horizontale; la coupe verticale, représentée 
dans la PL II, ^g» i» découvre son intérieur. Sa capacité est divisée en 
trois parties; pour nous mieux faire entendre, nous les distinguerons 
par les noms de capacité intérieure, capacité moyenne et capacité exté- 
rieure. La capacité iniérieixvQ //// (Jig. i et 3, PL II) est formée d'un 
grillage de fil de fer soutenu par quelques montants du même métal : 
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c'est dans cette capacité que Ton place les corps soumis à Texpérience. 
Sa partie supérieure LM se ferme au moyen d'un couvercle HG, repré- 
senté séparément {PL Ihfig. 2); il est entièrement ouvert par dessus» 
et le dessous est formé d'un grillage de fil de fer. 

La capacité moyenne hhhh {fig> i» PL II) est destinée à contenir la 
glace qui doit environner la capacité intérieure et que doit fondre la 
chaleur du corps mis en expérience ; cette glace est supportée et 
retenue par une grille mm^ sous laquelle est un tamis nn\ l'un et 
l'autre sont représentés séparément {PL IL fig* (\ et 5). A mesure que 
la glace est fondue par la chaleur du corps placé dans la capacité in- 
térieure, l'eau coule à travers la grille et le tamis; elle tombe ensuite 
le long du cône ccd{PL ILfig. i) et du tuyau ary, et se rassemble dans 
le vase P placé au-dessous de la machine; k est un robinet au moyen 
duquel on peut arrêter à volonté l'écoulement de l'eau intérieure. 
Enfin la capacité extérieure aacum est destinée à recevoir la glace qui 
doit arrêter l'effet de la chaleur de l'air extérieur et des corps environ- 
nants; l'eau que produit la fonte de cette glace coule le long du 
tuyau ST, que l'on peut ouvrir ou fermer au moyen du robinet r. Toute 
la machine est recouverte par le couvercle FG {PL /, Jig, 2), entière- 
ment ouvert dans sa partie supérieure et fermé dans sa partie infé- 
rieure; elle est composée de fer-blanc peint à l'huile ^our le garantir 
de la rouille. 

Pour la mettre en expérience, on remplit de glace pilée la capacité 
moyenne et le couvercle Hl de la capacité intérieure, la capacité exté- 
rieure et le couvercle FG de toute la machine. On laisse ensuite 
égoutter la glace intérieure (nous nommons ainsi celle qui est renfer- 
mée dans la capacité moyenne et dans le couvercle intérieur, et qu'il 
faut avoir soin de bien piler et de presser fortement dans la machine); 
lorsqu'elle est suffisamment égouttée, on ouvre la machine pour y 
placer le corps que l'on veut mettre en expérience, et on la referme 
sur-le-champ. On attend que le corps soit entièrement refroidi et que 
la machine soit suffisamment égouttée; ensuite on pèse l'eau rassem- 
blée dans le vase P. Son poids mesure exactement la chaleur dégagée 
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par le corps» car il est visible que ce corps est dans la même position 
qu*au centre de la sphère dont nous venons de parler, puisque toute 
sa chaleur est arrêtée par la glace intérieure, et que cette glace est ga- 
rantie de l'impression de toute autre chaleur par la glace renfermée 
dans le couvercle et dans la capacité extérieure. 

Les expériences de ce genre durent quinze, dix-huit ou vingt heures ; 
quelquefois, pour les accélérer, nous plaçons de la glace bien égouttée 
dans la capacité intérieure, et nous en couvrons les corps que nous 
voulons refroidir. 

La fig. 4 de la PL 1 représente un seau de tôle destiné à recevoir 
les corps sur lesquels on veut opérer; il est garni d'un couvercle a6, 
percé dans son milieu et fermé avec un bouchon de liège c, traversé 
par le tube d'un petit thermomètre. 

L^fig* 5 de la PL I représente un matras de verre, dont le bouchon 
est traversé par le tube cd du petit thermomètre rs\ il faut se servir de 
semblables matras toutes les fois que Ton opère sur les acides, et en 
général sur les substances qui peuvent avoir quelque action sur ces 
métaux. 

T {fig. 6, PL I) est un petit cylindre creux que Ton place au fond 
de la capacité intérieure pour soutenir les matras. 

Il est essentiel que, dans cette machine, il n'y ait aucune'communi- 
cation entre la capacité moyenne et la capacité extérieure, ce que l'on 
éprouvera facilement en remplissant d'eau la capacité extérieure. S'il 
existait une communication entre ces capacités, la glace fondue par 
l'atmosphère, dont la chaleur agit sur l'enveloppe de la capacité exté- 
rieure, pourrait passer dans la capacité moyenne, et alors l'eau qui 
s'écoule de cette dernière capacité ne serait plus la mesure de la cha- 
leur perdue par le corps mis en expérience. 

Lorsque la température de l'atmosphère est au-dessus de zéro, sa 
chaleur ne peut parvenir que très difficilement jusque dans la capacité 
moyenne, puisqu'elle est arrêtée par la glace du couvercle et de la 
capacité extérieure; mais, si la température extérieure était au-dessous 
de zéro, l'atmosphère pourrait refroidir la glace intérieure; il est donc 
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euentiel d'opérer dans une atmosphère dont la température ne soit 
|Ma au-dessous de zéro; ainsi, dans un temps de gelée, il faudra ren- 
fermer la machine dans un appartement dont on aura soin d'échaulTer 
fûtérieur; il est encore nécessaire que la glace dont on fait usage ne 
■Oit pas au-dessous de zéro; si elle était dans ce cas, il faudrait la 
^er> l'étendre par couches fort minces et la tenir ainsi pendant 
foeiquc temps dans un lieu dont la température soit au-dessus de 

^ La glace intérieure retient toujours une petite quantité d'eau qui 
r^ihère k sa surface, et l'on pourrait croire que cette eau doit entrer 
^ifiuis le résultat de nos expériences; mais il faut observer que, au 
'^mmencement de chaque expérience, la glace est déjà imbibée de 
:^ate la quantité d'eau qu'elle peut ainsi retenir, en sorte que, si une 
j^tite partie de la glace fondue par le corps reste adhérente à la glac(> 
:i|Dtérieure, la même quantité, it très peu près, d'eau primitivement 
|tdhérente à la surface de la glace, doit s'en détacher et couler dans le 
''jrise P, car la surface de la glace intérieure change extrêmement peu 
<4iii9 l'expérience. 

;l Quelques précautions que nous ayons prises, il nous a été impos- 
llible d'empêcher l'air extérieur de pénétrer dans la capacité inté- 
rrieure; lorsque la température est de 9" à 10", l'air renfermé dans 
feette capacité est spécifiquement plus pesant que l'air extérieur; il 
'■'écoule par le tuyau xy, et il est remplacé par l'air extérieur qui 
lieutre parla partie supérieure de la machine et qui dépose une partie 
s: de sa chaleur sur la glace intérieure; il s'établit donc ainsi dans la 
i machine un courant d'air d'autant plus rapide, que la température 
' extérieure est plus considérable, ce qui fond continuellement la glace 
intérieure; on peut arrêter en grande partie l'effet de ce courant en 
fermant le robinet*; mais il vaut beaucoup mieux n'opérer que lorsque 
la température extérieure ne surpasse pas 3° ou 4°> <^^p nous avons 
observé qu'alors la fonte de la glace intérieure, occasionnée par l'at- 
mosphëre, est insensible, en sorte que nous pouvons, ît cette tempé- 
rature, répondre de l'exactitude de nos expériences sur les chaleurs 
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spécifiques des corps k ^^ près, et même à ^ près si la température 
extérieure n'est que de i*^ ou 2**. 

Nous avons fait construire deux machines pareilles à celle que nous 
venons de décrire; l'une d'elles est destinée aux expériences dans 
lesquelles il n'est pas nécessaire de renouveler l'air intérieur; l'autre 
machine sert aux expériences dans lesquelles le renouvellement de 
l'air est indispensable, telles que celles de la combustion et de la res- 
piration; cette seconde machine ne difffere de la première qu'en ce 
que les deux couvercles sont percés de deux trous à travers lesquels 
passent deux petits tuyaux qui servent de communication entre l'air 
intérieur et l'air extérieur; on peut à leur moyen soufQer de l'air 
atmosphérique sur les corps combustibles; ces tuyaux sont repré- 
sentés dans la fig. 2 de la PL I. 

Nous allons présentement exposer le résultat des principales expé- 
riences que nous avons faites au moyen de ces machines (*). 

Article II. 
Expériences sur la chaleur faites par la méthode précédente. 

Nous rapporterons les chaleurs spécifiques de tous les corps à celle 
de l'eau commune prise pour unité; par un milieu pris entre plusieurs 
expériences qui s'accordent à peu près entre elles, nous avons trouvé 

( * ) Depuis la locluro de ce Mémoire, nous avons vu dans une dissertation fort intéres- 
sante de M. Vilko, sur la chaleur, qui est imprimée dans les Mémoires de Stockholm 
pour Tannée 1781, que ce savant physicien avait eu avant nous l'idée d'employer la fonte 
de la neige par les corps pour mesurer leur chaleur; mais la difficulté de recueillir l'eau 
produite par la fonte de la neige, le temps considérable que les corps emploient à perdre 
ainsi leur chaleur, et qui, suivant nos expériences, peut être de douze heures et même 
davantage, la chaleur que la neige reçoit durant cet intervalle de l'atmosphère et des 
autres corps qui Fenvironnent ; toutes ces raisons l'ont forcé d'abandonner ce moyen et de 
recourir à la méthode des mélanges, parce qu'il n'a pas essayé d'environner la neige que 
les corps doivent fondre d'une couche extérieure do neige ou de glace, qui la garantisse 
de la chaleur de l'atmosphère. C'est dans cette enveloppe extérieure que consiste le 
principal avantage de dos machines, avantage qui nous a mis à portée de mesurer des 
quantités de chaleur qui jusqu'à présent n'avaient pu l'ôtre, telles que la chaleur qui se 
dégage dans la combustion et dans la respiration; au reste, dans ces expériences, la glace 
est préférable à la neige. 
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que la chaleur nécessaire pour fondre une livre de glace pouvait 
élever de 60** la température d'une livre d'eau; en sorte que, si Ton 
mêle ensemble i livre de glace à zéro et i livre d'eau à ôo"", on aura 
2 livres d'eau à zéro, pour le résultat du mélange; il suit de là que la 
glace absorbe ôo'' de chaleur en devenant fluide; ce que l'on peut 
énoncer dé cette manière, indépendamment des divisions arbitraires 
des poids et du thermomètre : la chaleur nécessaire pour fondre la 
glace est égaie aux \ de celle qui peut élever le même poids d*eau de la 
température de la glace fondante à celle de l'eau bouillante. En partant 
de ce résultat et des expériences que nous avons faites sur plu- 
sieurs substances solides et fluides, nous avons formé la Table sui- 
vante de leurs chaleurs spécifiques. 

Chaleurs spécifiques. 

De Teau commune i 

De la tôte ou du fer battu o , 10998.5 

Du verre sans plomb ou du cristal o, 1929 

Du mercure 0,29 

De la chaux vive du commerce 0,21689 

Du mélange d'eau et de chaux vive dans le rapport de 9 à 16 0,4391 16 

De rhuile de vilriol, dont la pesanteur spécifique est i ,87058 0,334597 

Du mélange de cette huile avec l'eau, dans le rapport de 4 à 3 o,6o3i6'2 

Du mélange de la même huile de vitriol avec Teau, dans le rapport de 4 à 5. . o, 663 102 

De Tacide nitreux non fumant, dont la pesanteur spécifique est i ,29895 0,661391 

Du mélange do cet acide avec la chaux vive, dans le rapport de 9 ^ à i 0,61895 

Do mélange d*une partie de nitre avec 8 parties d'oau o ,8167 

Nous nous proposons de continuer cette Table en y comprenant un 
plus grand nombre de substances; il serait intéressant d'avoir dans 
un même Tableau les pesanteurs spécifiques des corps, les variations 
qu'occasionne la chaleur dans ces pesanteurs, ou, ce qui revient au 
même, les dilatabilités respectives des corps et leurs chaleurs spéci- 
fiques; la comparaison de ces quantités ferait peut-être découvrir 
entre elles des rapports remarquables; nous avons fait, dans cette 
vue, un grand nombre d'expériences sur les dilatations, que nous 
nous proposons de publier lorsqu'elles seront entièrement terminées. 

Comme la Table précédente ne renferme que le3 résultats de nos 
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expériences, nous allons montrer par quelques exemples comment 
nous les avons tirés des expériences elles-mêmes. Pour déterminer, 
par exemple, la chaleur spécifique de la tôle, nous avons mis 5 livres 
i5 onces 4 gros 33 grains de tôle roulée dans un vase de tôle, dont 
le poids était de i livre 4 onces 4 gros 6o grains, et dont le couvercle 
fait de la même matière pesait 7 onces 1 gros i5 grains; ainsi le 
poids entier de la masse de tôle était de 7 livres 11 onces 2 gros 
36 grains, ou de 7^,7070319; nous avons échauffé cette masse dans 
un bain d*eau bouillante, dans lequel elle a pris environ 78^ de 
chaleur, nous l'avons ensuite transportée dans une de nos ma- 
chines; onze heures après, toute la masse était refroidie jusqu'à zéro, 
et la machine bien égouttée a fourni 17 onces 5 gros 4 grains ou 
1^,109795 de glace fondue; cette quantité de glace, divisée par le 
produit de la masse de la tôle exprimée en parties de la livre et du 
nombre de degrés dont sa température a été élevée au-dessus de zéro, 
c'est-à-dire par le produit 7,7070319 x 78, donne la quantité de glace 
qu'une livre de tôle peut fondre en se refroidissant de i**; en multi- 
pliant ensuite cette dernière quantité par 60, on a celle qu'une livre 
de tôle échauffée à 60" peut fondre en se refroidissant jusqu'à zéro; 
on trouve ainsi 0^,109985 pour cette quantité dans notre expérience; 
mais une livre d'eau, en se refroidissant de 60**, peut fondre une livre 
de glace; la chaleur spécifique de la tôle est donc à celle de l'eau 
comme 0,109983 est à i, en sorte que, si l'on prend celle-ci pour 
unité, la chaleur spécifique de la tôle sera 0,109985; une seconde 
expérience nous a donné, à ^ près, le même résultat. 

Pour déterminer la chaleur spécifique des fluides, de l'acide nitreux 
par exemple, nous avons mis 4 livres de cet acide dans un matras de 
verre sans plomb, qui pesait 8 onces 4 gros, et nous avons échauffé 
la masse entière dans un bain d'eau bouillante; un petit thermomètre 
placé dans l'intérieur du matras indiquait 80°. En plaçant ensuite ce 
matras dans une de nos machines, nous avons observé qu'au bout de 
vingt heures le tout était refroidi jusqu'à zéro. La machine bien 
égouttée a fourni 3 livres 10 onces 5 gros ou 3^, 6640635 de glace 
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fondue; il faut en ôter la glace que la chaleur du vase a dû fondre; 
or la chaleur spécifique du verre étant 0,1929, une livre de verre, 
en se refroidissant de 60®, doit fondre 0^,1929 de glace; d'où il est 
facile de conclure que le matras de verre dont nous avons fait usage 
a dû fondre, en se refroidissant de 80**, o*,i366420 de glace; ainsi la 
quantité fondue par Tacide a été de 3*, 5274205. En divisant cette 
quantité par le produit de la masse de l'acide et du nombre de degrés 
dont sa température a été élevée au-dessus de zéro, et multipliant le 
quotient par 60, on trouve qu'une livre d'acide nitreux, en se refroi- 
dissant de 60®, peut fondre o*,66i39i de glace; d'où il suit que la cha- 
leur spécifique de cet acide est 0,661391. C'est ainsi que nous avons 
formé la Table précédente : elle suppose que la glace, en se résolvant 
en eau, absorbe 60® de chaleur; voici les expériences d'après lesquelles 
nous nous sommes arrêté à ce résultat. 

Dans un vase de tôle, qui, avec son couvercle fait de la même ma- 
tière, pesait 1^,7347, nous avons mis 2**, 74349 d'eau, et, après avoir 
échauffé le tout à 79*^^» nous l'avons placé dans une de nos machines; 
seize heures après, toute la masse étant refroidie jusqu'à zéro, la 
machine bien égouttée a fourni 3*, 966797 de glace fondue; le vase 
en a dû fondre 0^,252219; la quantité de glace fondue par l'eau a 
donc été de 3*", 7 14578; maintenant, si 3^,714578 répondent à 79^^, 
2*", 74349 répondront à 58^,716; c'est le nombre des degrés que doit 
avoir l'eau, d'après cette expérience, pour fondre un poids égal de 
glace. 

Nous avons ensuite déterminé ce nombre d'une autre manière : en 
versant, dans une de nos machines, 4 livres 8 onces d'eau à 70^, nous 
en avons tiré 9 livres 12 onces d'eau au degré de la congélation; dans 
cette expérience, 4 livres 8 onces d'eau à 70® ont fondu 5 livres 
4 onces de glace; d'où il suit que, pour en fondre 4 livres 8 onces, 
l'eau devrait être à 60® ; une pareille expérience nous a donné 6o,856 
pour ce même nombre; c'est en prenant un milieu entre ces résultats 
et quelques autres semblables que nous avons fixé à 60 le nombre des 
degrés de chaleur que la glace absorbe en se résolvant en eau : d'où il 

ORirrret dt Z. — X. 22 
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suit que réciproquement le changement de Teau en glace développe 
60** de chaleur. 

Les expériences sur la chaleur dégagée dans les combinaisons nous 
ont donné les résultats suivants : 

Quantité de glace fondue par une livre du mélange. 

De rhuile de vitriol, dont la pesanteur spécifique est „^^. ^„^^, ^^^, ^,^j„ 

1,87058 avec Teau, dans le rapport de4à3 o 14 a 6a 

De la môme huile avec l'eau, dans le rapport de 4 à 5. o 12 6 48 

De Fcau avec la chaux vive du commerce, dans le rap- 
port de 9 à 16 I 8 3 60 

De l'acide nitreux non fumant, dont la pesanteur spé- 
cifique est 1 , 29895 avec la chaux vive, dans le rap- 
port do 9^ à i I o a G 

Ces quantités de glace fondue sont le produit de la seule combinai- 
son des substances. Nous les avons mêlées ensemble à la température 
de o^ dans des vases réduits à la même température, et la chaleur pro- 
duite par leur mélange, en se refroidissant jusqu'à zéro dans nos ma- 
chines, a fondu les quantités précédentes de glace. Nous avons réduit 
tous nos résultats à ce que donne une livre du mélange de ces sub- 
stances, afin qu'ils soient plus facilement comparables; mais, pour 
donner plus de précision a nos expériences, nous avons employé des 
masses plus considérables; nous avons combiné, par exemple, 2 livres 
d'huile de vitriol à zéro avec 1 livre { d'eau à zéro, et la chaleur résul- 
tant de cette combinaison a fondu 3 livres 2 onces 2 gros de glace ; 
d'où nous avons conclu qu'une livre de ce mélange doit fondre 
i4 onces 2 gros 62 grains de glace. 

Enfin nous avons obtenu les résultats suivants sur la combustion 
des corps et sur la chaleur animale : 

Quantité de glace fondue. 

Par l\ détonation d'une once de nitre avec un tiers ^i^^^ ooces gros frtiM 

d'once de charbon o la o o 

Par la détonation d'une once de nitre avec une once 

de fleur de soufre 2 o o o 

Par la combustion d'une once de phosphore 6 4 û 48 

Par la combustion d'une once d'éther vitriolique 4 10 2 36 

Par la combustion d'une once de charbon 6 2 o o 

Par la chaleur d'un cochon d'Inde en dix heures o i3 i i3| 
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Ces quantités sont le résultat des expériences suivantes. 

Nous avons fait détoner dans une de nos machines i once 4 gros 
de nitre avec 4 gros de charbon, et nous avons obtenu i livre 2 onces 
do glace fondue : ce qui donne, pour i once de nitre, 12 onces de 
glace fondue^ 

La détonation d'une once de nitre avec une once de fleurs de soufre 
nous a donné 2 livres de glace fondue. 

Nous avons pris quatre petits vases de terre, et dans chacun d*eux 
nous avons mis i gros de phosphore; en plaçant ensuite ces vases 
dans une de nos machines, nous avons successivement enflammé avec 
un fer rouge le phosphore qu'ils renfermaient, en laissant un inter- 
valle de vingt-cinq à trente minutes entre chaque inflammation; le 
thermomètre extérieur était entre o** et i**, en sorte que la chaleur de 
Pair atmosphérique qui a pénétré dans la machine, pour remplacer 
celui qui a été absorbé par le phosphore dans la combustion, n*a pu 
causer aucune erreur sensible dans cette expérience : tout le phos- 
phore n'a pas brûlé, il en est resté 24 grains environ; la machine 
bien égouttée a fourni 2 livres i3 onces 7 gros de glace fondue, et 
cette quantité, qui est due à la combustion de 3 gros 4^ grains de 
phosphore, donne 6 livres 4 onces 4B grains pour la quantité de glace 
que peut fondre une once de phosphore en brûlant. 

Le thermomètre extérieur étant à 2^, nous avons mis dans une de 
nos machines un flacon rempli d'éther, que nous avons ensuite allumé; 
pour entretenir la combustion, nous introduisions de l'air frais dans 
la machine au moyen d'un soufflet; nous avons brûlé de cette manière 

5 gros 60 grains d'éther; la machine égouttée a fourni 3 livres 

6 onces i gros 36 grains de glace fondue, ce qui donne 4 livres 
10 onces 2 gros 36 grains pour la quantité de glace que peut fondre 
une once d'éther. 

Nous avons pris un petit vase de terre que nous avons fait sécher; 
après l'avoir placé sur une balance et l'avoir taré fort exactement, 
nous y avons mis des charbons ardents, en souflSant dessus pour les 
entretenir rouges; nous avons saisi l'instant où leur poids était d'une 
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once, et nous les avons renfermés sur-le-champ dans une de nos ma- 
chines; leur combustion dans l'intérieur de celte machine a été entre- 
tenue au moyen d'un soufflet; ils ont été consumés en 32 minutes. 
Au commencement de l'expérience, le thermomètre extérieur était 
à 1°^; il est monté jusqu'à 2^^ pendant l'expérience. La machine bien 
égouttée a fourni 6 livres 2 onces de glace fondue : c'est le produit de 
la combustion d'une once de charbon. 

Le thermomètre extérieur étant à i^^, nous avons mis dans une de 
nos machines un cochon d'Inde, dont la chaleur intérieure était d'en- 
viron 32**, et par conséquent peu différente de celle du corps humain; 
pour qu'il ne souffrit pas durant l'expérience, nous l'avions placé dans 
un petit panier garni de coton, et dont la température était h zéro. 
L'animal est resté cinq heures trente-six minutes dans la machine; 
pendant cet intervalle, nous lui avons donné quatre ou cinq fois de 
nouvel air au moyen d'un soufflet; en le retirant, nous avons laissé le 
panier dans la machine, et nous avons attendu qu'il fût refroidi; la 
machine bien égouttée a fourni 7 onces envkon de glace fondue. 

Dans une seconde expérience, le thermomètre extérieur étant 
encore à i^^, le même cochon d'Inde est resté pendant dix heures 
trente-six minutes dans la machine, et l'air n'a été renouvelé que trois 
fois; la machine a fourni i4 onces 5 gros de glace fondue; l'animal 
n'a point paru souffrir dans ces expériences. 

Suivant la première, la quantité de glace que peut fondre l'animal 
pendant dix heures est de 12 onces 4 gros; cette quantité, par la 
seconde expérience, est, dans le même intervalle, de i3 onces 6 gros 
27 grains; le milieu entre ces deux résultats est i3 onces i gros 
f3 grains et demi. 

Article III. 

Examen des expériences précédentes, et réflexions sur la théorie 

de la chaleur. 

Pour former une théorie complète de la chaleur, il faudrait avoir un 
thermomètre divisé proportionnellement aux quantités de chaleur 
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renfermées dans le fluide qui le compose, et qui pût mesurer tous les 
degrés possibles de température. 

Il faudrait ensuite connaître la loi qui existe entre la chaleur des 
différentes substances et les degrés correspondants de ce thermomètre, 
de sorte que, en prenant les nombres de ces degrés pour les abscisses 
d'une courbe, et les chaleurs correspondantes d'un corps pour ses 
ordonnées, on pût tracer la courbe qui passe par leurs extrémités. Si 
le corps est le fluide même qui forme le thermomètre, cette courbe 
sera une ligne droite, puisque le thermomètre est supposé indiquer 
par ses divisions la chaleur de ce fluide; mais il est possible que les 
degrés de chaleur ne croissent pas proportionnellement dans les dif- 
férents corps et qu'ainsi la courbe précédente ne soit pas la même 
pour chacun d'eux. 

Il serait, de plus, nécessaire de connaître les quantités absolues de 
chaleur renfermées dans les corps à une température donnée. 

Enfin il faudrait avoir les quantités de chaleur libre qui se forment 
ou qui se perdent dans les combinaisons et dans les décompositions. 

Au moyen de ces données, on serait en état de résoudre tous les 
problèmes relatifs à la chaleur dans les changements divers que les 
corps éprouvent par leur action les uns sur les autres; mais ces don- 
nées ne peuvent être que le résultat d'un nombre presque infini d'ex^ 
périences très délicates et faites à des degrés fort difierents de tempé- 
rature. Nous sommes bien loin encore de les connaître; ainsi nous 
nous bornerons à Texamen de quelques problèmes intéressants sur la 
chaleur. 

Les expériences rapportées dans l'article précédent ne donnent pas 
les rapports des quantités absolues de chaleur des corps : elles ne font 
connaître que les rapports des quantités de chaleur nécessaires pour 
élever d'un même nombre de degrés leur température, en sorte que 
la chaleur spécifique que nous avons déterminée précédemment n*est, 
à proprement parler, que le rapport des difi'érentielles des quantités 
absolues de chaleur; pour qu'elle exprimât le rapport de ces quan- 
tités elles-mêmes, il faudrait les supposer proportionnelles à leurs 
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différences; or cette hypothèse est au moins très précaire et ne doit 
être admise qu'après un grand nombre d'expériences. Un m^yen facile 
de s'en assurer est d'observer si les quantités de glace fondue par les 
corps, en se refroidissant de 3oo^ ou 4oo^» sont dans le même rapport 
que lorsque leur refroidissement n'est que de 60® ou 80^; c'est un 
objet que nous nous proposons d'examiner dans un autre Mémoire. 
Tous les corps sur la Terre, et cette planète elle-même, sont péné- 
trés d'une grande quantité de chaleur dont il nous est impossible de 
les priver entièrement, a quelque degré que nous abaissions leur 
température. Le zéro du thermomètre indique conséquemment une 
chaleur considérable, et il est intéressant de connaître en degrés du 
thermomètre cette chaleur commune au système entier des corps ter- 
restres. Ce problème se réduit à déterminer le rapport de la quantité 
absolue de chaleur renfermée dans un corps dont la température est 
zéro a l'accroissement de chaleur qui élève d'un degré sa tempéra- 
ture. Le simple mélange des substances ne peut nous faire découvrir 
ce rapport, parce que, les corps ne s'échauffant mutuellement qu'en 
vertu de leur excès de température, celle qui leur est commune doit 
rester inconnue, de même que le mouvement général qui nous trans- 
porte dans l'espace est insensible dans les mouvements que les corps 
se communiquent à la surface de la Terre. La chaleur qui se dégage 
dans les combinaisons n'étant pas l'effet d'une inégalité de tempéra- 
ture dans les substances que l'on combine, elle pourrait peut-être 
nous conduire au rapport que nous cherchons; voyons donc quel 
parti on peut tirer de ces phénomènes. 

Soit X le rapport de la chaleur contenue dans l'eau à zéro à celle 
qui peut élever d'un degré sa température; x exprimera le nombre 
des degrés du thermomètre qui représente la chaleur de l'eau à zéro, 
et puisque 60^ de chaleur d'une livre d'eau peuvent fondre une livre 
de glace, la chaleur entière contenue dans une livre d'eau à zéro en 

pourra fondre g-; cela posé : 

Considérons deux substances quelconques réduites à zéro de tem- 
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pérature; soient m et n leurs poids exprimés en parties de la livre 
prise pour unité; a et b les rapports des quantités de chaleur renfer- 
mées dans une livre de chacune de ces substances a zéro à celle que 
contient une livre d*eau à la même température; supposons ensuite 
que» en les combinant ensemble à zéro, leur mélange s'échaufle et 
fonde» en se refroidissant jusqu'à zéro, le nombre g de livres de glace; 
supposons encore que la chaleur libre qui se produit dans Topération 
même de la combinaison puisse fondre le nombre j de livres de glace, 
^devant être supposé négatif s'il y a perte de chaleur libre; enfin, 
nommons c le rapport de la chaleur contenue dans une livre du mé- 
lange à zéro à celle que renferme une livre d'eau à la même tempé- 
rature. 
La quantité de glace que peut fondre toute la chaleur contenue 

dans une livre de la première substance est visiblement égale à g-; 

ainsi, pour le nombre m de livres, cette quantité sera g-; pareille- 

ment -^— sera la quantité de glace que peut fondre la chaleur con- 
tenue dans le nombre n de livres de la seconde substance; en ajoutant 

I j j A«^' ^ {ma-\-nh\x 

la somme de ces deux quantités a y, on aura ^ g — - — \-y pour 

l'expression de la quantité entière de glace que peut fondre la chaleur 
libre existante après la combinaison. Mais la quantité de glace fondue 
par le refroidissement du mélange est ^, et celle que peut fondre la 

chaleur qui reste encore dans le mélange est ^ ; ainsi 

fiT "^^ ^^* ^^^ seconde expression de la quantité de glace 
que peut fondre toute la chaleur libre existante après la combinaison. 
En égalant cette expression à la précédente, on aura 

d'où l'on tire 

mi^a — c) -H /i(6 — c) 

Voilà donc une expression fort simple du nombre des degrés aux- 
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quels répond la chaleur de Teau à zéro; mais elle suppose que Ton 
connaît a, 6, c, y, et nous avons vu Tincertitude qui règne à cet 
égard. 

Dans quelques essais que Ton a déjà faits pour établir une théorie 
de la chaleur» on a supposé que la quantité de chaleur libre est tou- 
jours la même avant et après les combinaisons; on a de plus supposé 
que les chaleurs spécifiques des corps expriment les rapports de leurs 
quantités absolues de chaleur ou, ce qui revient au même» que leurs 
accroissements de chaleur correspondants à des accroissements égaux 
de température sont proportionnels à leurs quantités absolues de cha- 
leur; dans ces deux hypothèses» les plus simples que Ton puisse faire, 
y = o, et l'on peut prendre pour a, 6, c les chaleurs spécifiques que 
nous avons déterminées dans l'article précédent; on aura ainsi 



m (a — c) -h n(b — c) 



Il ne s'agit plus maintenant que d'appliquer cette formule aux 
résultats de diverses combinaisons; car, si l'on trouve constamment 
la même valeur de x^ quelle que soit la nature des substances que 
Ton combine, ce sera une preuve de la vérité de ces hypothèses. 
C'est dans la vue de vérifier un point aussi intéressant de la théorie 
de la chaleur que nous avons fait plusieurs expériences rapportées 
ci-dessus. 

Considérons d'abord la combinaison de l'eau et de la chaux vive: 
en les mêlant ensemble à la température de o^ dans le rapport de 
9 à i6, nous avons observé qu*une livre de ce mélange en se refroi- 
dissant jusqu'à zéro fondait i livre 8 onces 3 gros 62 grains ou 
1,52995 livre de glace; ainsi, dans ce cas, g= 1,52995. On a ensuite 

9 16 

i5 25' 

la chaleur spécifique a de l'eau est égale à i ; la chaleur spécifique b de la 
chaux vive, 0,21689; et la chaleur spécifique c du mélange, 0,439116. 
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Ces valeurs, substituées dans la formule précédente» donnent 

a? = i537,8; 

ainsi» dans cette expérience» la chaleur de Teau à zéro répond à 
1537" j du thermomètre, c'est-à-dire qu'elle est quinze cent trente- 
huit fois environ plus grande que celle qui élève d*un degré sa tem- 
pérature. 

Le mélange d'huile de vitriol et d*eau, dans le rapport de 4 à 3, cal- 
culé de la même manière» donne 

Le mélange d'huile de vitriol et d'eau» dans le rapport de 4 à 5» 
donne 

j? = ii6g»i. 

On trouve enfin» par le mélange d'acide nitreux et de chaux vive» dans 
le rapport de 9^ à i» 

— 0,01783 

Ce dénominateur négatif donne à x une valeur physiquement impos- 
sible; il prouverait conséquemment la fausseté des hypothèses dont 
nous sommes partis si les chaleurs spécifiques que nous avons em- 
ployées étaient rigoureusement exactes. 

On peut joindre à ces valeurs de x celle que M. Kirven a tirée de la 
comparaison des chaleurs spécifiques de l'eau et de la glace. Suivant 
cet excellent physicien» la chaleur spécifique de l'eau étant i» celle de 
la glace est o»9; or, si l'on conçoit qu'une livre d'eau à zéro se gèle 
tout à coup» elle développera» par ce qui précède, une quantité de 
chaleur capable de fondre une livre de glace. On pourra donc appli- 
quer à ce cas la formule précédente, en y faisant ^ = i; la masse m de 
l'eau est égale à i , sa chaleur spécifique a = i , et la chaleur spécifique c 
du résultat qui, dans ce cas, est une livre de glace, égale à 0,9. Enfin, 
comme dans cette opération il n'entre point d'autre substance que 

QRuvret de L. -- X. 23 
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Teau, qui est supposée se convertir en glace» on doit faire n = o; la 
formule précédente donne ainsi 

Le peu d'accord qui existe entre ces cinq valeurs de x parait entiè- 
rement détruire la théorie fondée sur les deux hypothèses précé- 
dentes; mais on doit observer qu'une altération peu considérable cft 
tout au plus de -^ dans les valeurs des chaleurs spécifiques dont nous 
avons fait usage suffit pour faire coïncider tous nos résultats. Or nous 
ne pouvons pas répondre qu'une erreur aussi petite ne s'est pas glissée 
dans nos expériences; elles ne sont donc ni favorables, ni contraires à 
cette théorie, et tout ce que Ton en peut conclure, c'est que, si la théorie 
dont il s'agit est véritable, on doit porter au moins à 600^ la chaleur 
absolue des corps dont la température est au zéro du thermomètre, 
car, pour réduire les valeurs de a? à des nombres au-dessous de 600, 
il faudrait supposer, dans nos expériences, des erreurs plus grandes 
que celles dont elles sont susceptibles. 

La précision avec laquelle il est nécessaire de connaître les chaleurs 
spécifiques des corps rend très difficile la vérification de la théorie pré- 
cédente, du moins par les combinaisons que nous avons employées, 
ce qui vient de ce que la chaleur absolue des corps étant fort considé- 
rable relativement à celle qu'ils dévl^loppent dans ces combinaisons, 
une petite erreur sur les chaleurs spécifiques en produit de très 
grandes sur la quantité absolue de chaleur. On peut obvier à cet 
inconvénient en faisant usage des combinaisons dans lesquelles la 
chaleur dégagée est une partie considérable de la chaleur absolue : 
telles sont les combinaisons de l'air pur, soit avec le phosphore dans 
la formation de l'acide phosphorique, soit avec le soufre dans la for- 
mation de l'acide vitriolique. On pourrait encore faire usage des com- 
binaisons dans lesquelles il y a un refroidissement produit; si l'on 
s'en rapporte à quelques expériences déjà faites sur ces combinai- 
sons, on ne peut se dispenser de reconnaître, ou que la quantité de 
chaleur libre n'est pas la même avant et après les combinaisons, ou 
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que les chaleurs spécifiques n'indiquent pas les rapports des quan- 
tités absolues de chaleur. 

Pour le faire voir, reprenons la formule 



m(a — c)-h/i(6 — c)' 



quoique nous ne Tayons appliquée qu'aux combinaisons dans les- 
quelles il y a dégagement de chaleur, elle peut néanmoins servir pour 
celles dans lesquelles il y a un refroidissement produit, en faisant dans 
ce cas g négatif, et, puisque la valeur de x est nécessairement positive, 
le dénominateur doit être du même signe que g^ c'est-à-dire qu'il 
doit être positif s'il y a un dégagement de chaleur, et négatif dans le 

cas contraire; ainsi, dans le premier cas, c est moindre que > 

et, dans le second cas, il est plus grand. 

Maintenant on sait que, dans les dissolutions du nitre et du sel 

marin, il y a un refroidissement produit; ainsi, relativement à ces 

dissolutions, la chaleur spécifique c du mélange doit être plus grande 

ma'\'n ^^ ^^ mêlant I livre de nitre avec 8 livres d'eau, on a 

m = i, /i = 8et6 = i, d'où l'on tire 

c>~-+-- ou c> 0,88889 -4- -, 

9 9 9 

a étant la chaleur spécifique du nitre. L'expérience nous a donné 
c = 0,8167, ce qui diffère trop du résultat précédent pour que l'on 
puisse rejeter cet écart sur les erreurs de notre expérience. Celles que 
M. Kirven a faites sur les dissolutions du nitre et du sel marin s'éloi- 
gnent encore plus de la théorie dont il s'agit; il y a donc lieu de 
penser qu'elle n'est pas généralement vraie, et que, dans plusieurs 
cas, elle souffre des exceptions considérables. La connaissance des 
chaleurs spécifiques des substances et de leurs combinaisons ne peut 
conséquemment nous conduire à celle de la chaleur qu'elles doivent 
développer en se combinant; l'expérience peut seule nous éclairer sur 
cet objet : nous la prendrons pour guide dans la détermination des 
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phénomènes de la chaleur que dégagent les combinaisons de Tair pur 
avec les corps, phénomènes importants» dont dépendent la combus- 
tion et la chaleur animale. 

La glace, en se résolvant en eau, absorbe, comme on Ta vu dans 
l'article précédent, 60® de chaleur; cette propriété d'absorber de la 
chaleur en devenant fluide n'est pas particulière à cette substance, et 
l'on peut assurer généralement que, dans le passage de tous les corps 
à l'état fluide, il y a absorption de chaleur; car, si dans ce passage un 
corps développait de la chaleur, il faudrait la soustraire pour le rendre 
fluide; il deviendrait donc solide par la chaleur et fluide par le froid, 
ce qui répugne à ce que l'expérience nous apprend sur la fusion des 
corps. Le cas dans lequel il n'y aurait dans le passage à l'état fluide 
ni développement ni absorption de chaleur, quoique mathématique- 
ment possible, est infiniment peu probable; on doit le considérer 
comme la limite des quantités de chaleur absorbées dans ces pas- 
sages. De là nous pouvons nous élever à un principe beaucoup plus 
général, et qui s'étend à tous les phénomènes produits par la chaleur : 
Dans les changements causés par la chaleur à l'état d'un système de 
corps, il y a toujours absorption de chaleur; en sorte que l'état qui suc- 
cède immédiatement à un autre, par une addition suffisante de chaleur, 
absorbe cette chaleur ^ sans que le degré de température du système aug^ 
mente. Par exemple, dans le changement de l'eau en vapeurs, il y a 
sans cesse de la chaleur absorbée, et le thermomètre, placé dans Teau 
bouillante ou dans les vapeurs qui s'en élèvent, reste constamment 
au même degré; la même chose doit avoir lieu dans toutes les décom- 
positions qui sont uniquement l'effet de la chaleur, et, si quelques- 
unes en développent, ce développement est dû à des causes particu- 
lières; ainsi, dans la détonation du nitre avec le charbon, le nitre, en 
se décomposant, absorbe de la chaleur; mais, comme au même in- 
stant, la base de l'air fixe contenue dans le charbon s'empare de l'air 
pur du nitre, cette combinaison produit une chaleur considérable. 

Puisque la dilatation, la fusion et la vaporisation sont autant d'effets 
de la chaleur, on peut présumer avec beaucoup de vraisemblance que. 
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dans la production du premier de ces effets, comme dans celle des 
deux autres, il y a une quantité de chaleur qui s'absorbe, et qui, par 
conséquent, cesse d'être sensible au thermomètre; mais, le passage 
d'un corps à ses divers états de dilatation se faisant par des nuances 
insensibles, on ne peut connaître les quantités de chaleur ainsi absor- 
bées que par les accroissements de sa chaleur spécifique; il est donc 
très probable que les chaleurs spécifiques des corps augmentent avec 
leur température, mais suivant des lois différentes pour chacun d'eux, 
et dépendantes de leur constitution particulière, ce qui est une nou- 
velle raison de rejeter le principe qui suppose les quantités absolues 
de chaleur proportionnelles aux chaleurs spécifiques. 

Le passage des corps d'un état à un autre par l'action de la chaleur 
doit présenter des phénomènes très singuliers, qui tiennent aux lois 
de l'équilibre de la chaleur, et sur lesquelles nous allons faire ici 
quelques réflexions. 

Dans un système de corps animés par des forces quelconques, il y a 
souvent plusieurs états d'équilibre; ainsi un parallélépipède rectangle 
soumis à l'action de la pesanteur sera en équilibre sur chacune de ses 
faces. On peut l'y concevoir encore en le posant sur un de ses angles, 
pourvu que la verticale qui passe par son centre de gravité rencontre 
le sommet de cet angle; mais cet état d'équilibre diffère des précé- 
dents, en ce qu'il n'est point ferme, la plus légère secousse suffisant 
pour le détruire. Il en est de même de l'équilibre du parallélépipède 
sur une de ses faces, si elle est extrêmement petite relativement aux 
autres ; cela posé : 

Imaginons en contact deux corps de température différente, et fai- 
sons abstraction des autres corps qui peuvent augmenter ou enlever 
leur chaleur; il est visible que la chaleur ne peut se mettre en équi- 
libre que d'une seule manière, savoir, en se répandant dans les deux 
corps, de sorte que leur température soit la même; mais si, par une 
augmentation ou par une diminution de chaleur, les corps peuvent 
changer d'état, il existe alors plusieurs états d'équilibre de la cha- 
leur. Pour le faire voir, considérons une livre d'eau dont toutes les 
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parties soient à une température de c degrés au-dessous de zéro; dans 
cet état, la chaleur sera en équilibre et Teau se maintiendra fluide» si 
c est un nombre peu considérable; car alors les molécules d*eau ne 
peuvent se disposer de manière a former de la glace, sans un dégage- 
ment de chaleur qui, par conséquent, opposera d'autant plus de résis- 
tance à la formation de la glace, qu'elle éprouvera plus de difficulté à 
se répandre. Supposons maintenant que la n'^*"® partie de cette livre 

d'eau vienne à se geler, elle développera une chaleur égale à — ; cette 

chaleur se distribuera dans la glace et dans l'eau, de manière que, si 
l'on nomme q le rapport de la chaleur spécifique de la glace à celle de 
l'eau, il en résultera dans toute la masse un accroissement de tempé- 
rature égal à — - — ^^\ il y aura donc encore équilibre de chaleur, 

comme jprécédemment, avec cette différence que la température de la 
masse, qui auparavant était de c degrés au-dessous de zéro, ne sera 

plus que de c — — — - au-dessous du même point. 

n étant indéterminé, on peut le faire varier à volonté, ce qui donne 
une infinité d'états possibles d'équilibre de la chaleur. Cette quantité 
a cependant une limite, déterminée par cette condition que la tempé- 
rature de la masse ne peut jamais surpasser le zéro du thermomètre; 
puisqu'à ce degré la glace commence à se fondre. Il faut conséquem- 

ment que c — — - — — - soit positif ou zéro; en le supposant nul, on 
^ura, pour la limite de la fraction -> 



I 



n 60 -+- c — cq 

et cette valeur exprime la plus grande quantité d'eau qui peut être 
convertie en glace à une température primitive de c degrés au-dessous 
de zéro. Si l'on veut que la masse entière de l'eau puisse se changer 

en glace, il faut supposer - = i, ce qui donne 
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et si Ton fait, avec M. Kirven, q = 0,9, on aura 

Tel est donc le plus petit degré de froid qu'une masse d'eau doit 
avoir pour pouvoir se glacer en entier, dans la supposition où toute 
la chaleur développée par la formation de la glace ne se répand que 
sur cette masse; mais ce degré est beaucoup moindre dans la nature, 
où les corps environnants dérobent une grande partie de cette cha- 
leur. 

Les molécules de Teau ont entre elles, dans l'état de glace, une 
position différente que dans l'état de fluidité; or, si Ton imagine une 
masse d'eau à une température au-dessous de zéro et que, par une 
agitation quelconque, on dérange la position de ses molécules, on 
conçoit que, dans cette variété infinie de mouvements, quelques-unes 
d'entre elles doivent tendre à se rencontrer dans la position nécessaire 
pour former de la glace, et, puisque cette position est une de celles où 
la chaleur est en équilibre, elles pourront la prendre si la chaleur qui 
les en écarte se répand assez promptement sur les molécules voisines; 
en sorte que l'état de fluidité de Teau sera d'autant moins /eAT/ie, que 
sa température sera plus abaissée au-dessous de zéro. 

Maintenant, si l'on compare la théorie précédente avec l'expérience, 
on trouvera qu'elle y est parfaitement conforme, car on sait que l'on 
peut conserver l'eau fluide à une température de plusieurs degrés au- 
dessous de zéro et que, dans cet état, une légère commotion suffit 
souvent pour la convertir en glace. Il y a lieu de présumer que plu" 
sieurs autres passages des corps d'un état à un autre par la diminution 
de la chaleur offriront des phénomènes semblables. 

L'aflQnité des molécules de l'eau tend à les réunir et à dégager la 
chaleur qui les écarte; or il est très probable que leur disposition 
dans l'état de glace est celle dans laquelle cette force d'affinité s'exerce 
avec le plus d'avantage; d'où il suit qu'un des moyens les plus propres 
à congeler une masse d'eau dont la température est au-dessous de zéro 
est de la mettre en contact avec de la glace. Le même résultat doit 
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s*éten(lre à toutes les cristallisations et se trouve confirmé par Texpé- 
rience. 

L'équilibre entre la chaleur qui tond à écarter les molécules des 
corps, et leurs affinités réciproques qui tendent à les réunir, peut 
fournir un moyen très précis de comparer entre elles ces affinités; si 
Ton mêle, par exemple, à une température quelconque au-dessous de 
zéro, un acide avec de la glace, il la fondra jusqu*à ce qu'il soit assez 
affaibli pour que sa force attractive sur les molécules de la glace soit 
égale à la force qui fait adhérer ces molécules les unes aux autres, et 
qui est d'autant plus grande que le froid est plus considérable. Ainsi 
le degré de concentration auquel l'acide cessera de dissoudre la glace 
sera d'autant plus fort, que la température du mélange sera plus 
abaissée au-dessous de zéro, et l'on pourra rapporter aux degrés du 
thermomètre les affinités de l'acide avec l'eau, suivant ses divers 
degrés de concentration. Il suit de là réciproquement que, si Ton 
expose un acide affaibli à un degré de froid supérieur à celui dans 
lequel il cesse de dissoudre la glace, les molécules d'eau ayant alors 
plus d'affinité entre elles qu'avec lui, elles doivent s'en séparer et 
former de la glace jusqu'à ce qu'il ait acquis le degré de concentra- 
tion correspondant à cotte température. En comparant ainsi les dif- 
férents acides, on aura, par une suite d'expériences faites à diverses 
températures, leurs affinités respectives avec l'eau, et si Ton consi- 
dère de la même manière toutes les autres dissolutions, on pourra 
mesurer avec précision les forces d'affinités des corps les uns avec 
les autres; mais cette théorie ne peut être développée en aussi peu 
de mots, et nous en ferons l'objet d'un Mémoire particulier. 

Si le mélange d'un acide avec une quantité donnée d'eau produit de 
la chaleur, en mêlant cet acide avec la même quantité de glace, il pro- 
duira de la chaleur ou du froid, suivant que la chaleur qui résulte de 
son mélange avec l'eau est plus ou moins considérable que celle qui 
est nécessaire pour fondre la glace; on peut donc supposer à cet acide 
un degré de concentration que nous nommerons K, tel que, en le mêlant 
avec une partie infiniment petite de glace, il ne produise ni froid ni 
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chaleur. Gela posé, le plus grand froid que puisse produire le mélange 
de Tacide avec la glace est celui auquel Tacide concentré au degré K 
cesse de dissoudre la glace; on peut déterminer ce maximum de froid, 
sans le produire, en observant, à des degrés de froid moindres, la loi 
qui existe entre les degrés du thermomètre et les degrés correspon- 
dants de concentration auxquels Tacide cesse de dissoudre la glace. 



Article IV. 
De la combustion et de la respiration. 

Jusqu'à ces derniers temps, on n'avait eu que des idées vagues et 
très imparfaites sur les phénomènes de la chaleur qui se dégage dans 
la combustion et dans la respiration. L'expérience avait fait connaître 
que les corps ne peuvent brûler et les animaux respirer sans le con- 
cours de l'air atmosphérique; mais on ignorait la manière dont il 
influe dans ces deux grandes opérations de la nature et les chan- 
gements qu'elles lui font subir. L'opinion la plus généralement 
répandue n'attribuait à ce fluide d'autres usages que ceux de rafraî- 
chir le sang lorsqu'il traverse les poumons et de retenir par sa pres- 
sion la matière du feu à la surface des corps combustibles. Les décou- 
vertes importantes que l'on a faites depuis peu d'années sur la nature 
des fluides aériformes ont beaucoup étendu nos connaissances sur 
cette matière; il en résulte qu'une seule espèce d'air, connu sous les 
noms d'air déphlogistiqué, d'air pur ou d'air vital, est propre à la com- 
bustion, à la respiration et à la calcination des métaux; que l'air de 
l'atmosphère n'en renferme que j environ et que cette portion d'air 
est alors ou absorbée, ou altérée, ou convertie en air fixe par l'addi- 
tion d'un principe que nous nommerons base de l'air fixe, pour éviter 
toute discussion sur sa nature : ainsi l'air n'agit point dans ces opé- 
rations comme une simple cause mécanique, mais comme principe de 
nouvelles combinaisons. M. Lavoisier, ayant observé ces phénomènes, 
soupçonna que la chaleur et la lumière qui s'en dégagent étaient dues, 
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au moins en grande partie, aux changements que Tair pur éprouve. 
Tout ce qui tient à la combustion et à la respiration s'explique d'une 
manière si naturelle et si simple dans cette hypothëse, qu'il ne balança 
point à la proposer» sinon comme une vérité démontrée, du moins 
comme une conjecture très vraisemblable et digne à tous égards de 
Tattention des physiciens : c'est ce qu'il fit dans un Mémoire Sur la 
combustion, imprimé dans le Volume de l'Académie pour l'année 1777 
(p. 592). M. Craford a présenté une explication à peu près semblable 
dans un Ouvrage sur ce sujet, publié à Londres en 1779. Ces deux 
physiciens s'accordent à regarder l'air pur comme la source princi- 
pale de la chaleur qui se développe dans la combustion et dans la res- 
piration ; il y a cependant une différence essentielle entre leurs opi- 
nions et qui consiste en ce que M. Lavoisier pense que la chaleur 
dégagée dans ces deux phénomènes est combinée dans l'air pur, et 
que ce fluide doit à la force expansive de la chaleur ainsi combinée 
son état aériforme; au lieu que, suivant M. Craford, la matière de la 
chaleur est libre dans Tair pur : elle ne s'en dégage que parce que l'air 
pur, en se combinant, perd une grande partie de sa chaleur spéci- 
fique. M. Craford appuie cette assertion sur des expériences d'après 
lesquelles il* trouve la chaleur spécifique de l'air pur quatre-vingt- 
sept fois plus grande que celle de l'eau commune; si ces expériences 
étaient exactes, il serait aisé de voir que la chaleur libre existante 
dans l'air pur est plus que suffisante pour produire tous les phéno- 
mènes de la chaleur et que, dans les combustions même où il se 
dégage le plus de chaleur, telle que celle du phosphore, une partie 
considérable de la chaleur libre existante dans l'air pur doit se com- 
biner; mais ces expériences sont si délicates qu'il faut les avoir répé- 
tées un grand nombre de fois avant que de les admettre. Ainsi nous 
nous abstiendrons de prononcer sur leur exactitude, jusqu'à ce que 
nous ayons déterminé par notre méthode les chaleurs spécifiques des 
différents airs; nous nous bornerons ici à comparer les quantités de 
chaleur qui se dégagent dans la combustion et dans la respiration 
avec les altérations correspondantes de l'air pur, sans examiner si 
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cette chaleur vient de Tair ou des corps combustibles et des animaux 
qui respirent. Dans la vue de déterminer ces altérations» nous avons 
fait les expériences suivantes : 

M {PL Ilffig^ 7) représente une grande cuvette remplie de mercure 
et au-dessus de laquelle nous avons placé une cloche B pleine d'air 
déphlogistiqué; cet air n'était pas parfaitement pur : sur 19 parties, il 
en contenait 16 d'air pur et il renfermait ~ environ de son volume 
d'air fixe. Nous avons introduit sous la cloche un petit vase de terre C 
rempli de braise que nous avions auparavant dépouillée de tout son 
air inflammable» par une forte chaleur» et qui était à peu près sem- 
blable à celle que nous avons employée dans l'expérience sur la cha- 
leur dégagée par la combustion du charbon ; au-dessus de la braise, 
nous avons placé un peu d'amadou sur lequel était une très petite 
molécule de phosphore pesant tout au plus -^ de grain ; le vase de 
terre avec tout ce qu'il contenait avait été pesé fort exactement; nous 
avons ensuite élevé le mercure dans la cloche jusqu'en Ë» par la suc- 
cion de l'air intérieur» afin que la dilatation de l'air occasionnée par 
la combustion du charbon n'abaissât pas le mercure trop au-dessous 
du niveau du mercure extérieur» ce qui aurait pu faire sortir l'air ren- 
fermé sous la cloche. Gela fait» au moyen d'un fer rouge que nous avons 
fait passer rapidement à travers le mercure» nous avons enflammé le 
phosphore qui a allumé l'amadou et par son moyen ia braise. La com- 
bustion a duré pendant vingt ou vingt-cinq minutes» et» lorsque la 
braise s'est éteinte et que tout l'air intérieur a été refroidi à la tem- 
pérature 'de l'atmosphère» nous avons marqué un second trait en E' où 
le mercure s'est élevé par la diminution du volume de l'air intérieur. 
Nous avons ensuite introduit de l'alcali caustique sous la cloche ; tout 
l'air fixe a été absorbé et» après un temps suffisant pour cet objet» 
lorsque le mercure a cessé de monter dans la cloche» nous avons 
marqué un trait en Ë'' au niveau de la surface de Talcali caustique ; 
nous avons eu soin d'observer dans les trois positions Ë, Ë', Ë" les 
hauteurs du mercure dan^ la cloche au-dessus de son niveau dans la 
cuvette : l'air de l'atmosphère introduit sous la cloche» au moyen d'un 
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tube (le verre, en a fait baisser le mercure jusqu'au niveau du mer- 
cure extérieur. Nous avons ensuite retiré le vase C, que nous avons 
fait sécher et que nous avons pesé fort exactement; la diminution de 
son poids nous a fait connaître la quantité de charbon consommée. Le 
degré de température extérieure a très peu varié dans Tintervalle de 
l'expérience, et la hauteur du baromètre était de 28 pouces environ. 

Pour déterminer les volumes d'air contenus dans les espaces EBD, 
E'BD', Ë'^BD'', nous les avons remplis d'eau commune dont les poids 
respectifs nous ont donné en pouces cubes les volumes de ces espaces; 
mais, comme l'air qui y était renfermé était inégalement pressé à rai- 
son des différentes hauteurs du mercure dans la cloche, nous avons 
réduit, au moyen de ces hauteurs observées, le volume de l'air à celui 
qu'il aurait occupé s'il avait été comprimé par une colonne de mer- 
cure de 28 pouces; enfin nous avons réduit tous les résultats de nos 
expériences à ceux qui auraient eu lieu si la température extérieure 
avait été de lo^ en partant de cette donnée, que vers la température 
de 10® l'air se dilate de ^f^ à chaque degré d'accroissement dans sa 
température; ainsi les airs dont nous donnerons dans la suite les 
volumes doivent être supposés à la température de 10® et comprimés 
par une colonne de 28 pouces de mercure. 

Dans l'expérience précédente, il y avait dans la cloche 202^^,35 
d'air déphlogistiqué; son volume, par la seule combustion du char- 
bon, s'est réduit à 1 70^*^,59, et, après l'absorption de l'air fixe par l'al- 
cali caustique, le volume de l'air restant n'était plus que de 73^^93. 
Le poids du charbon consommé, indépendamment de sa cendre, a été 
de 17^"*°*, 2; ceux de l'amadou et du phosphore réunis pouvaient 
être de ^ grain. D'ailleurs nous avons trouvé, par plusieurs expé- 
riences, que le poids de la cendre formée par la braise est d'environ 
10 grains par once; on peut donc supposer, à très peu près, que dans 
cette expérience il y a eu 18 grains de charbon consommé, en y com- 
prenant sa cendre. 

L'air déphlogistiqué dont nous avons fait usage contenait environ 
If de son volume d'air fixe qui n'avait point été absorbé par l'eau au- 
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dessus de laquelle il avait séjourné pondant plusieurs mois; cette 
adhésion intime de Tair fixe à Tair pur nous porte à croire que, même 
après Tabsorption de Tair fixe par l'alcali caustique dans nos expé- 
riences, Tair restant contenait encore un peu d'air fixe, que nous 
pouvons, sans erreur sensible, évaluer à ^ de son volume total. Dans 
cette hypothèse, pour avoir le volume de tout l'air pur consommé par 
Je charbon, il faut prendre la différence du volume de l'air avant la 
combustion au volume de l'air restant après l'absorption par l'alcali 
caustique et diminuer cette différence de sa ^ partie; en retranchant 
pareillement cette même quantité du volume de l'air absorbé par 
l'alcali caustique, on aura le volume de l'air fixe formé par la com- 
bustion : on trouvera ainsi qu'une once de charbon, en brûlant, con- 
somme 4037^**, 5 d'air pur et forme 3o2ip**,i d'air fixe, et, si l'on 
désigne par l'unité le volume de l'air pur consommé, son volume après 
la combustion sera réduit à 0,74828. 

Pour évaluer en poids ces volumes d'air pur et d'air fixe, il faut 
connaître ce que pèse un pouce cube de l'un et de l'autre de ces airs; 
or on a observé que l'air pur est un peu plus pesant que l'air atmo- 
sphérique, environ dans le rapport de 187 à i85. Le poids de l'air 
atmosphérique a été déterminé fort exactement par M. de Luc. En 
partant de ces déterminations, on trouve qu'à 10® de température et à 
la pression de 28 pouces du baromètre un pouce cube d'air déphlo- 
gistiqué pèse o^'",473i7. M. Lavoisior a observé qu'à la même tem- 
pérature et à la même pression i pouce cube d'air fixe pèse à très peu 
près j-^ de grain. D'après ces résultats, une once de charbon en brûlant 
consomme 3**"*^,3i67 ^'^^^ P^^ et forme 3**"''*',67i5 d'air fixe. Ainsi, 
sur 10 parties d'air fixe, il y a 9 parties environ d'air pur et i partie 
d'un principe fourni par le charbon et qui est la base de l'air fixe ; mais 
une détermination aussi délicate exige un plus grand nombre d'expé- 
riences. 

On a vu précédemment qu'une once de charbon en brûlant fond 
6 livres 2 onces de glace; d'où il est facile de conclure que, dans la 
combustion du charbon, l'altération d'une once d'air pur peut fondre 
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29**"***, 547 de glace, et que la formation d*une once d'air fixe en peut 
fondre 26**"*^, 692. 

C'est avec la plus grande circonspection que nous présentons ces 
résultats sur les quantités de chaleur que dégage l'altération d'une 
once d'air pur par la combustion du charbon. Nous n'avons pu faire 
qu'une expérience sur la chaleur dégagée dans cette combustion, et, 
quoiqu'elle ait été faite dans des circonstances assez favorables, cepen- 
dant nous ne serons bien assurés de son exactitude qu'après Tavoir 
répétée plusieurs fois. Nous l'avons déjà dit, et nous ne pouvons trop 
insister sur cet objet : c'est moins le résultat de nos expériences que 
la méthode dont nous nous sommes servis que nous présentons aux 
physiciens, en les invitant, si cette méthode parait avoir quelque 
avantage, à vérifier ces expériences que nous nous proposons nous- 
mème de répéter avec le plus grand soin. 

En brûlant du phosphore dans l'appareil précédent dont la cloche 
était remplie d'air pur, nous avons observé que 4^ grains de phos- 
phore ont absorbé, dans leur combustion, 65«™^,62 d'air pur, et, 
comme le résultat de cette combustion est de l'acide phosphorique, on 
doit en conclure que, dans la formation de cet acide, i partie j envi- 
ron, ou plus exactement 1 partie ^ d'air pur se combine avec 1 partie 
de phosphore, ce qui s'accorde avec le résultat que M. Lavoisier a 
trouve le premier (Mémoires de l'Académie, année 1777, p. 69) et que 
M. BerthoUet a depuis confirmé par la méthode des combinaisons chi- 
miques. 

Il suit de là qu'une once de phosphore, en brûlant, absorbe — jr — 
d'air pur; or on a vu précédemment qu'elle peut fondre 6 livres 
4 onces 4B grains de glace; ainsi, une once d'air pur, en s'absorbant 
dans le phosphore, peut fondre 68^*^^,634 de glace; mais la même 
quantité d'air, en devenant air fixe par la combustion du charbon, en 
peut fondre 29 onces {, d'où l'on tire ce résultat assez remarquable, 
savoir : que la chaleur dégagée par l'air pur, lorsqu'il est absorbé par le 
phosphore, est à peu prés 2 { plus grande que lorsqu'il est changé en 
air fixe. 
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Dans les Mémoires de l'Académie pour l*année 1777, page 597, 
M. Lavoisier a été conduit k un résultat semblable par sa théorie 
générale de la formation des airs et des vapeurs. Suivant cette 
théorie, Tair pur, Tair fixe et généralement tous les airs et toutes 
les vapeurs doivent leur état aériforme à la grande quantité de cha- 
leur qui y est combinée; Tair pur parait surtout la renfermer en 
grande abondance; il l'abandonne presque en entier lorsqu'il passe 
à l'état concret dans la calcination des métaux et dans les combus- 
tions du soufre, du phosphore, etc., mais il en retient une partie 
considérable dans l'état d'air fixe. 

L'absorption de l'air pur par l'air nitreux fait une exception k cette 
théorie générale des combinaisons de l'air pur : la quantité de cha- 
leur dégagée dans cette combinaison particulière est très petite et 
incomparablement moindre que celle qui se développe dans l'ab- 
sorption d'un pareil volume d'air pur par le phosphore; il faut donc 
supposer dans l'acide nitreux, et conséquemment dans le nitre, une 
grande quantité de chaleur combinée qui doit reparaître tout entière 
dans la détonation de cette substance, et c'est, en effet, ce que donne 
l'expérience. 

En distillant le nitre, M. BerthoUet est parvenu à convertir en air 
pur presque tout l'acide nitreux qu'il renferme. Ce savant chimiste a 
de plus observé que, dans la détonation du nitre avec le charbon, une 
grande partie de son acide se change en air fixe. Or une once de nitre 
renferme environ 3 gros f d'acide nitreux; en supposant donc que cet 
acide soit tout air pur et qu'il soit en entier converti en air fixe, on 
trouve, d'après les résultats précédents sur la combustion du charbon, 
qu'une once de nitre, en détonant avec le charbon, doit fondre 
i3 onces ~ de glace : l'expérience ne nous a donné que 12 onces de 
glace fondue; mais, si l'on fait attention à l'incertitude des éléments 
dont nous sommes parti et aux erreurs inévitables dans les expé- 
riences, on verra qu'il n'est pas possible d'espérer un plus parfait 
accord entre ces résultats. On peut donc ainsi concevoir le phéno- 
mène de la détonation du nitre : l'air pur renfermé dans cette sub- 
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stance s'y est combiné sans un dégagement très sensible de chaleur; 
il doit, par conséquent, occasionner un froid peu considérable en 
reprenant son état aériforme. A mesure qu'il le reprend, la base de 
l'air fixe que contient le charbon s'en empare et le convertit en air 
fixe ; il doit donc se développer dans cette circonstance une quantité 
de chaleur à peu près égale à celle qui se dégage dans la combinaison 
directe du charbon avec l'air pur. Le froid occasionné par le passage 
de l'air pur à l'état aériforme, dans la détonation du nitre, produit 
une petite différence entre ces quantités de chaleur, et cette diffé- 
rence est égale a la quantité de chaleur que dégage l'air pur en se 
combinant dans l'acide nitreux; on pourrait la déterminer par l'expé- 
rience précédente si les éléments dont nous sommes partis étaient 
exacts, et l'on trouverait que, dans la combinaison d'une once d'air 
pur pour former l'acide nitreux, la quantité de chaleur qui se déve- 
loppe peut fondre 3 onces | de glace; mais ces éléments sont trop 
incertains pour pouvoir ainsi déterminer avec précision cette quan- 
tité de chaleur. Quoi qu'il en soit, on peut conjecturer avec vraisem- 
blance que le nitre doit à la chaleur qui y est combinée sa propriété 
de détoner avec les substances qui peuvent s'unir à l'air pur, pro- 
priété que n'ont point d'autres substances, telles que les sels phos- 
phoriques qui cependant renferment une grande quantité du même 
air, mais qui ne se combinent avec lui qu'en dégageant une chaleur 
considérable. 

Pour déterminer les altérations que la respiration des animaux occa- 
sionne à l'air pur, nous avons rempli de ce gaz la cloche B de l'appa- 
reil précédent, et nous y avons introduit différents cochons d'Inde, à 
peu près de la même grosseur que celui qui nous a servi dans notre 
expérience sur la chaleur animale. Dans une de ces expériences, la 
cloche renfermait, avant que l'on y mit le cochon d'Inde, 248^^,01 d'air 
pur; cet animal y est resté pendant une heure et un quart. Pour l'in- 
iroduire sous la cloche, nous l'avions fait passer à travers le mercure; 
nous l'en avons retiré de la même manière, et, après avoir laissé 
refroidir l'air intérieur jusqu'au degré de température de l'atmo- 
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sphère, son volume a été un peu diminué et s'est réduit k 240***^, 25; 
enfin, après avoir absorbé Tair fixe par l'alcali caustique, il est resté 
2ooP^, 56 d'air. Dans cette expérience, il y a eu 46****, 62 d'air pur altéré 
et 371^,96 d'air fixe produit, en faisant la correction due à la petite 
quantité d'air fixe que renfermait l'air déphlogistiqué de la cloche. Si 
l'on désigne par l'unité le volume de l'air pur altéré, o,8i4 sera son 
volume diminué par la respiration. Dans la combustion du charbon, le 
volume de l'air est diminué dans le rapport de i à 0,74828; cette dif- 
férence peut tenir en partie aux erreurs des mesures, mais elle dépend 
encore d'une cause que nous n'avions pas soupçonnée d'abord et dont 
il est bon d'avertir ceux qui voudront répéter ces expériences. 

Pour rendre la cloche stable dans la cuvette, nous avons un peu 
élevé le mercure intérieur au-dessus du niveau du mercure extérieur; 
or, en introduisant l'animal et en le retirant de dessous la cloche, nous 
avons observé que l'air extérieur pénétrait un peu dans l'intérieur, le 
long du corps* de l'animal, quoique plongé en partie dans le mercure : 
ce fluide ne s'applique pas assez exactement contre la surface des poils 
et de la peau pour empêcher toute communication entre l'air extérieur 
et l'air intérieur de la cloche. Ainsi l'air doit paraître moins diminué 
par la respiration qu'il ne l'est en effet. 

Le poids de l'air fixe produit dans l'expérience précédente est de 
^ggrains 5^2; d'où il suit quc, dans l'intervalle de dix heures, l'animal 
aurait produit 212*^™*"% 576 d'air fixe. 

Au commencement de l'expérience, l'animal, respirant un air beau- 
coup plus pur que celui de l'atmosphère, formait peut-être dans le 
même temps une plus grande quantité d'air fixe, mais sur la fin il 
respirait avec difficulté, parce que l'air fixe, se déposant par sa pesan- 
teur dans la partie inférieure de la cloche oii était l'animal, en chas- 
sait l'air pur qui s'élevait au haut de la cloche, et probablement encore 
parce que l'air fixe est par lui-même nuisible aux animaux. On peut 
donc supposer, sans erreur sensible, que la quantité d'air fixe produit 
est la même que si l'animal eût respiré dans l'air de l'atmosphère, 
dont la bonté est à peu près moyenne entre celles de l'air à la partie 
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inférieure de la cloche au commencement et à la fin de Texpé- 
rience. 

Nous avons ensuite déterminé exactement la quantité d'air fixe pro- 
duite par un cochon d'Inde lorsqu'il respire Tair même de Tatmo- 
sphëre; pour cela, nous en avons mis un sous un bocal à travers lequel 
nous avons établi un courant d'air atmosphérique. L'air, comprimé dans 
un appareil fort commode pour cet objet, entrait sous le bocal par un 
tube de verre et en sortait par un second tube recourbé, dont la partie 
concave plongeait dans le mercure et dont l'extrémité inférieure abou- 
tissait dans un flacon rempli d'alcali caustique; il en sortait ensuite 
par un troisième tube qui lui-même aboutissait dans un second flacon 
plein d'alcali caustique, et de là se répandait dans l'atmosphère : l'air 
fixe formé par l'animal dans l'intérieur de la cloche était retenu en 
grande partie par l'alcali caustique du premier flacon, et celui qui 
échappait à cette combinaison était absorbé par l'alcali du second 
flacon ; l'augmentation du poids des flacons nous faisait connaître le 
poids de l'air fixe qui s'y était combiné. Dans l'intervalle de trois 
heures, le poids du premier flacon a augmenté de 63 grains, celui 
du second flacon a augmenté de 8 grains; ainsi le poids total des 
deux flacons a augmenté de 71 grains. En supposant cette quantité 
d'air fixe uniquement due à la respiration de l'animal, il aurait pen- 
dant dix heures formé 236«~*"*,667 d'air fixe, ce qui difi'ère de ^ en- 
viron du résultat de l'expérience précédente; cette différence peut 
tenir à la difiiérence de grosseur et de force des deux animaux et à leur 
état momentané durant l'expérience. 

Si les vapeurs de la respiration emportées par le courant d'air se 
fussent déposées dans les flacons, l'augmentation de poids de l'alcali 
caustique n'aurait pas donné la quantité d'air fixe produite par l'ani- 
mal; c'est pour obvier à cet inconvénient que nous avons employé un 
tube recourbé, dont la partie concave plongeait dans le mercure; les 
vapeurs de la respiration se condensaient contre les parois de cette 
partie du tube et se rassemblaient dans sa concavité, en sorte qu'à 
son entrée dans le premier flacon l'air n'en était pas sensiblement 
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chargé, car la transparence de la partie du tube qui descendait dans 
le flacon n'a point été altérée; on peut donc supposer que, si le poids 
des flacons a été augmenté par ces vapeurs, cette augmentation a été 
compensée par Tévaporation de Teau de l'alcali qu'ils renfermaient. 
On pouvait craindre encore qu'une partie de l'air fixe qui était com- 
biné ne fût due à l'air même de l'atmosphère ; pour nous rassurer à 
cet égard, nous avons répété la même expérience, en ne mettant point 
de cochon d'Inde sous le bocal; il n'y a point eu alors d'augmentation 
dans le poids des flacons : celui du second flacon a diminué de 4 ou 
5 grains, sans doute par l'évaporation de l'eau de son alcali. 

Une troisième expérience, faite sur un cochon d'Inde dans l'air dé- 
phlogistiqué, nous a donné 226 grains pour la quantité d'air fixe pro- 
duite en dix heures. 

En prenant un milieu entre ces expériences et quelques autres 
semblables, faites sur plusieurs cochons d'Inde, tant dans l'air dé- 
phlogistiqué que dans celui de l'atmosphère, nous avons évalué k 
224 grains la quantité d'air fixe produite en dix heures par le cochon 
d'Inde que nous avons mis en expérience dans une de nos machines 
pour déterminer sa chaleur animale. 

Gomme ces expériences ont été faites à la température de i4** 
ou i5®, il est possible que la quantité d'air fixe produite par la respi- 
ration soit un peu moindre qu'à la température de o®, qui est celle de 
l'intérieur de nos machines; il faudrait donc, pour plus d'exactitude, 
déterminer les produits d'air fixe à cette dernière température : c'est 
une attention que nous nous proposons d'avoir dans les nouvelles 
expériences que nous ferons sur cet objet. 

Les expériences précédentes sont contraires à ce que MM. Schéele 
et Priestley ont avancé sur les altérations de l'air pur par la respira- 
tion des animaux. Elle produit, suivant ces deux excellents physi- 
ciens, très peu d'air fixe et une grande quantité d'air vicié, que ce 
dernier a désigné sous le nom d'air phlogistiqué; mais, en examinant 
avec tout le soin possible, par un grand nombre d'expériences, l'efiet 
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de la respiration des oiseaux et des cochons d*Inde sur Tair pur, nous 
avons constamment observé que le changement de ce gaz en air fixe 
est Taltération la plus considérable qu'il reçoit de la respiration des 
animaux. En faisant respirer une grande quantité d'air pur par des 
cochons d'Inde, et en absorbant, au moyen de l'alcali caustique, l'air 
fixe produit par leur respiration; en faisant ensuite respirer le résidu 
de l'air par des oiseaux, et absorbant de nouveau, par l'alcali caus- 
tique, le nouvel air fixe qui s'était formé, nous sommes parvenus à 
convertir ainsi en air fixe une grande partie de l'air pur que nous 
avions employé : ce qui restait d'air avait à peu près la même bonté 
qu'il devait avoir dans la supposition oii le changement de l'air pur en 
air fixe est le seul effet de la respiration sur l'air. Il nous parait donc 
certain que, si la respiration produit d'autres altérations à l'air pur, 
elles sont peu considérables, et nous ne doutons point que les physi- 
ciens, qui, avec de grands appareils à mercure, feront les mêmes expé- 
riences, ne soient conduits au même résultat. 

On a vu précédemment que, dans la combustion du charbon, la 
formation d'une once d'air fixe peut fondre 26**°*^, 692 de glace; en 
partant de ce résultat, on trouve que la formation de 224 grains d'air 
fixe doit en fondre 10*'"*'**, 38. Cette quantité de glace fondue repré- 
sente conséquemment la chaleur produite par la respiration d'un co- 
chon d'Inde durant dix heures. 

Dans l'expérience sur la chaleur animale d'un cochon d'Inde, cet 
animal est sorti de notre machine à peu près avec la même chaleur 
avec laquelle il y était entré, car on sait que la chaleur intérieure des 
animaux est toujours à peu près la même : sans le renouvellement con- 
tinuel de sa chaleur, toute celle qu'il avait d'abord se serait insensi- 
blement dissipée, et nous l'aurions retiré froid de l'intérieur de la 
machine, comme tous les corps inanimés que nous y avons mis en 
expérience; mais ses fonctions vitales lui restituent sans cesse la cha- 
leur qu'il communique à tout ce qui l'environne, et qui, dans notre 
expérience, s'est répandue sur la glace intérieure dont elle a fondu 
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i3 onces en dix heures. Cette quantité de glace fondue représente 
donc à peu près la chaleur renouvelée, dans le même intervalle de 
temps, par les fonctions vitales du cochon d'Inde : il faut peut-être la 
diminuer d'une ou deux onces, ou même davantage, par cette consi- 
dération que les extrémités du corps de l'animal se sont refroidies 
dans la machine, quoique l'intérieur du corps ait conservé à peu près 
la même température; d'ailleurs, les humeurs que sa chaleur inté- 
rieure a évaporées ont fondu en se refroidissant une petite quantité 
de glace, et se sont réunies à l'eau qui s'est écoulée de la machine. 

En diminuant de 2°°*'***,5 environ cette quantité de glace, on aura la 
quantité fondue par l'effet de la respiration de l'animal sur l'air; or, 
si l'on considère les erreurs inévitables dans ces expériences et dans 
les éléments dont nous sommes partis pour les calculer, on verra qu'il 
n'est pas possible d'espérer un plus parfait accord entre ces résultats. 
Ainsi on peut regarder la chaleur qui se dégage dans le changement 
de l'air pur en air fixe par la respiration comme la cause principale de 
la conservation de la chaleur animale, et, si d'autres causes concou- 
rent à l'entretenir, leur effet est peu considérable. 

La respiration est donc une combustion, à la vérité fort lente, mais 
d'ailleurs parfaitement semblable à celle du charbon; elle se fait dans 
l'intérieur des poumons sans dégager de lumière sensible, parce que 
la matière du feu devenue libre est aussitôt absorbée par l'humidité 
de ces organes : la chaleur développée dans cette combustion se com- 
munique au sang qui traverse les poumons, et de là se répand dans 
tout le système animal. Ainsi l'air que nous respirons sert à deux 
objets, également nécessaires à notre conservation : il enlève au sang 
la base de l'air fixe dont la surabondance serait très nuisible, et la 
chaleur que cette combinaison dépose dans les poumons répare la 
perte continuelle de chaleur que nous éprouvons de la part de l'atmo- 
sphère et des corps environnants. 

La chaleur animale est à peu près la même dans les différentes par- 
ties du corps; cet effet parait dépendre des trois causes suivantes : 
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la première est la rapidité de la circulation du sang, qui transmet 
promptement jusqu'aux extrémités du corps la chaleur qu*il reçoit 
dans les poumons; la seconde cause est Tévaporation que la chaleur 
produit dans ces organes, et qui diminue le degré de leur tempéra- 
turc; enfin, la troisième tient à l'augmentation observée dans la cha- 
leur spécifique du sang, lorsque, par le contact de Tair pur, il se dé- 
pouille de la base de Tair fixe qu'il renferme : une partie de la chaleur 
spécifique développée dans la formation de l'air fixe est ainsi ab- 
sorbée par le sang, sa température restant toujours la même; mais, 
lorsque dans la circulation le sang vient à reprendre la base de l'air 
fixe, sa chaleur spécifique diminue, et il développe de la chaleur; et, 
comme cette combinaison se fait dans toutes les parties du corps, la 
chaleur qu'elle produit contribue à entretenir la température des par- 
ties éloignées des poumons, à peu près au même degré que celle de 
ces organes. Au reste, quelle que soit la manière dont la chaleur ani- 
male se répare, celle que dégage la formation de l'air fixe en est la 
cause première ; ainsi nous pouvons établir la proposition suivante : 

Lorsqu'un animal est dans un état permanent et tranquille, lorsqu'il 
peut vivre pendant un temps considérable sans souffrir dans le milieu qui 
r environne, en général, lorsque les circonstances dans lesquelles il se 
trouve n'altèrent point sensiblement son sang et ses humeurs, de sorte que, 
après plusieurs heures, le système animal n'éprouve point de variation sen- 
sible, la conservation de la chaleur animale est due, au moins en grande 
partie, à la chaleur que produit la combinaison de l'air pur respiré par les 
animaux avec la base de l'air fixe que le sang lui fournit. 

La méthode qui vient de nous conduire à ce résultat est indépen- 
dante de toute hypothèse, et c'est là son principal avantage : soit que 
la chaleur vienne de l'air pur, soit qu'elle vienne des corps qui se 
combinent avec lui, on ne peut douter que, dans la combinaison de 
l'air pur avec la base de l'air fixe, il ne se développe une quantité 
considérable de chaleur; cette combinaison présente, relativement à 
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la chaleur, des phénomènes entièrement semblables à ceux que nous 
offrent beaucoup d'autres combinaisons chimiques, et, en particulier, 
celle de Teau avec la chaux vive; et, ce qui rend Tidentité plus par- 
faite, c'est que dans cette dernière combinaison il y a dégagement de 
lumière. En comparant la chaleur dégagée par la combustion du char- 
bon avec la quantité d'air fixe qui se forme dans cette combustion, on 
a la chaleur développée dans la formation d'une quantité donnée d'air 
fixe; si l'on détermine ensuite la quantité d'air fixe qu'un animal pro- 
duit dans un temps donné, on aura la chaleur qui résulte de l'effet de 
sa respiration sur l'air. Il ne s'agira plus que de comparer cette cha- 
leur avec celle qui entretient sa chaleur animale, et que mesure la 
quantité de glace qu'il fond dans l'intérieur de nos machines; et si, 
comme nous l'avons trouvé par les expériences précédentes, ces deux 
quantités de chaleur sont à peu près les mêmes, on peut en conclure, 
directement et sans hypothèse, que c'est au changement de l'air pur 
en air fixe par la respiration qu'est due, au moins en grande partie, la 
conservation de la chaleur animale. Nous nous proposons de répéter 
et de varier ces expériences, en déterminant les quantités de chaleur 
renouvelées par diverses espèces d'animaux, et en examinant si dans 
tous cette quantité de chaleur est constamment proportionnelle aux 
quantités d'air fixe produites par la respiration. Les oiseaux parais- 
sent préférables aux quadrupèdes pour ce genre d'expériences, en ce 
qu'ils forment dans le même temps, et à volume égal, une plus grande 
quantité d'air fixe; ainsi, par exemple, nous avons observé que deux 
moineaux francs consomment à peu près autant d'air pur qu'un co- 
chon d'Inde. 

Pour compléter cette théorie de la chaleur animale, il resterait à 
expliquer pourquoi les animaux, quoique placés dans des milieux de 
température et de densités très différentes, conservent toujours à peu 
près la même chaleur, sans cependant convertir en air fixe des quan- 
tités d'air pur proportionnelles à ces différences; mais l'explication de 
ces phénomènes tient à l'évaporation plus ou moins grande des hu- 
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meurs, à leur altération et aux lois suivant lesquelles la chaleur se 
communique des poumons aux extrémités du corps; ainsi nous atten- 
drons pour nous occuper de cet objet que l'analyse, éclairée par un 
grand nombre d'expériences, nous ait fait connaître les lois du mou- 
vement de la chaleur dans les corps homogènes et dans ses passages 
d'un corps à un autre d'une nature différente. 
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Lorsque nous avons annoncé à rAcadémie» à sa séance du 6 mars 
dernier, que les corps, en passant de Tétat de solides ou de liquides à 
celui de vapeurs, et réciproquement en revenant de l'état de vapeurs à 
l'état liquide ou solide, donnaient des signes non équivoques d'élec- 
tricité négative ou positive, nous nous proposions d'attendre, pour 
l'entretenir particulièrement de cet objet, que notre travail fût entière- 
ment complet; cependant, comme nous avons déjà obtenu des résul- 
tats que nous croyons dignes de son attention, que nous sommes in- 
formés d'ailleurs que nos expériences ont acquis quelque publicité et 
que d'autres physiciens s'occupent du même objet, nous avons cru 
devoir ne pas attendre plus longtemps. 

Nous nous sommes servis pour nos expériences de deux sortes d'ap- 
pareils; dans tous les deux, les corps d'où s'élevaient les vapeurs, ou 
qui se convertissaient en vapeurs, étaient isolés au moyen de supports 
de verre enduits de cire d'Espagne. Lorsque nous avions lieu de croire 
que le dégagement ou l'absorption de matière électrique seraient peu 
considérables et instantanés, nous faisions communiquer les corps di- 
rectement avec l'électromètre, par le moyen d'une chaîne ou d'un fil 

(>) Par MM. Lavoisicr et do la Place. 
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d'archal; dans le cas, au contraire, oii nous jugions que le dégagement 
ou l'absorption seraient successifs et dureraient un certain temps, nous 
nous servions du condensateur électrique imaginé par M. deVolta; on 
sait que cet appareil, qu'il a présenté depuis peu à l'Académie et dont 
il lui a développé la théorie, a la propriété d'accumuler la matière 
électrique et d'en rendre sensible de très petites quantités qui au- 
raient échappé si l'on eût employé tout autre instrument; nous nous 
sommes également servis, dans nos dernières expériences, de l'élec- 
tromètre que M. de Yolta a présenté à l'Académie, et qui est à peu 
près le même que celui de M. Cavallo; il a l'avantage, non seulement 
d'être très sensible, mais encore de faire connaître si l'électricité est 
positive ou négative. 

Ayant mis dans un bocal à large ouverture de la limaille de fer, 
nous avons versé dessus de l'acide vitriolique étendu d'environ trois 
parties d'eau. 11 y a eu une vive effervescence, un dégagement rapide 
et abondant d'air inflammable, et, au bout de quelques minutes, le 
condensateur électrique de M. de Yolta a été tellement chargé d'élec- 
tricité, que nous en avons tiré une assez vive étincelle; l'électromètre 
nous a fait connaître que l'électricité était négative. 

Ayant versé pareillement de l'acide vitriolique un peu plus faible 
dans quelques bocaux qui contenaient de la craie en poudre, il s'est 
fait un dégagement d'air fixe très rapide; le condensateur et l'électro- 
mètre nous ont indiqué une électricité négative, moindre cependant 
que dans l'expérience précédente, et sans étincelle sensible. 

La production de l'air nitreux nous a donné un résultat semblable : 
pour augmenter l'effet, nous avons opéré, dans cette expérience, sur 
six bocaux à la fois qui contenaient de la limaille de fer, et nous 
avons versé dessus de l'acide nitreux, affaibli avec environ deux par- 
ties d'eau; l'effervescence et la production d'air ont été extrêmement 
rapides, et nous avons eu en même temps des signes non équivoques 
d'une électricité négative; mais, comme les circonstances dans les- 
quelles nous avons fait cette dernière expérience n'étaient pas favo- 
rables, elle était très faible. 
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Trois petits réchauds remplis de charbon allumé^ que nous avions 
isolés et que nous avions fait communiquer avec le condensateur de 
M. de Yoltat ont donné une électricité négative très sensible, et qu'il 
serait aisé de porter au point de tirer l'étincelle, en augmentant la 
quantité de charbon mise en combustion. 

Il était naturel de penser, d'après ces résultats, que les corps qui 
se réduisent en vapeurs enlèvent de l'électricité à ceux qui les envi- 
ronnent, ce qui parait d'ailleurs conforme à l'analogie observée entre 
Téiectricité et la chaleur; nous nous attendions, en conséquence, que 
l'eau, en se vaporisant, nous donnerait des signes de l'électricité né- 
gative. Ayant fait chauffer quatre poêles de fer battu, les ayant isolés 
et les ayant fait communiquer avec l'électromètre, et ayant versé de 
l'eau dessus, ils nous ont donné, dans trois expériences successives, 
des signes non équivoques d'électricité, qui nous a paru négative dans 
la première, mais qui, dans les autres, était incontestablement posi- 
tive; nous soupçonnons que le refroidissement, qui accompagne Téva- 
poration de l'eau, a pu augmenter dans ces expériences les signes 
d'électricité positive plus que l'évaporation ne les a diminués; mais 
c'est une conjecture qui demande à être vérifiée par des expériences, 
et que nous nous proposons d'examiner avec attention, à raison de son 
importance, dans la théorie de l'électricité naturelle et de la formation 
du tonnerre. 

M. de Volta a bien voulu assister à nos dernières expériences et 
nous y être utile; la présence et le témoignage de cet excellent physi- 
cien ne peuvent qu'inspirer de la confiance dans nos résultats. 
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On est souvent conduit dans l'Analyse, et principalement dans celle 
des hasards, à des formules dont l'usage devient impossible lorsqu'on 
y substitue des nombres considérables. La solution numérique des 
problèmes dont elles sont la solution analytique présente alors de 
grandes difficultés que l'on n'est encore parvenu à vaincre que dans 
quelques cas particuliers, dont les deux principaux sont relatifs au 
produit des nombres naturels i, 2, 3, 4» ••• ^t au terme moyen du 
binôme élevé à une grande puissance. Si Ton suppose cette puissance 
paire et égale à 2^, ce terme sera, comme l'on sait, 

25(25 — l) (25— a) (25 — 3). . .(5 + 1) 

I .2. 3. 4* • «5 

Quoique cette expression soit fort simple, cependant si 5 est très con- 
sidérable, par exemple égal à 10 000, il devient très difficile de la 
réduire en nombres, à cause de la multiplicité de ses facteurs. M. Stir- 
ling est heureusement parvenu à la transformer dans des séries d'autant 
plus convergentes que 5 est un plus grand nombre (voir son bel Ou- 
vrage De summalione et interpolalione serierum). Cette transformation, 
que l'on peut regarder comme une des découvertes les plus ingé- 
nieuses que l'on ait faites dans la théorie des suites, est surtout 
remarquable en ce que dans une recherche, qui semble n'admettre 

ORuprtê de L. — X. 27 
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que (les quantités algébriques, elle introduit une quantité transcen- 
dante : savoir la racine carrée du rapport de la demi-circonférence au 
rayon. Mais la méthode de M. Stirling, fondée sur Tinterpolation des 
suites et sur quelques théorèmes de Wallis, laisse à désirer une mé- 
thode directe qui s'étende à toutes les fonctions composées d'un grand 
nombre de termes et de facteurs. J'ai donné, dans nos Mémoires pour 
l'année 1778, p. 289 (*), un moyen général de réduire en séries con- 
vergentes les intégrales des fonctions différentielles qui renferment 
(les facteurs élevés à de grandes puissances; mais, occupé d'un objet 
différent, je me suis alors contenté de tirer de cette méthode les beaux 
théorèmes de M. Stirling, en me réservant de la reprendre et de l'ap- 
profondir dans un autre Mémoire. De nouvelles réflexions m'ont con- 
duit à l'étendre généralement aux fonctions quelconques de très 
grands nombres et à réduire ces fonctions dans des suites d'autant 
plus convergentes que ces nombres sont plus considérables, en sorte 
que cette méthode est d'autant plus approchée qu'elle devient plus 
nécessaire. Je me propose de la développer dans ce Mémoire avec' tout 
le détail dû à la nouveauté du sujet et à son importance dans les appli- 
cations de l'Analvse. 

La difficulté que présente la réduction en nombres des formules 
analytiques très composées vient de la multiplicité de leurs termes 
et de leurs facteurs : on la fera donc disparaître, si l'on parvient à 
réduire ces formules dans des suites assez convergentes pour que l'on 
n'ait besoin d'en considérer que les premiers termes, et si, de plus, 
chacun de ces termes ne renferme qu'un petit nombre de facteurs qui 
peuvent d'ailleurs être élevés k de grandes puissances. Il sera facile 
alors d'avoir ces facteurs et leurs produits, par les artifices connus, 
pour obtenir, au moyen des Tables, les logarithmes de très grands 
nombres et les nombres de très grands logarithmes. La question se 
réduit ainsi à transformer les fonctions composées en séries conver- 
gentes. Cela parait impossible lorsqu'on les considère sous leur forme 

( ' ) Œuvres de Laplace, T. IX., p. 444- 
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naturelle; mais» pour peu que l'on soit versé dans TAnalysc infinitési- 
male, on a souvent observé des fonctions difTérentielles d'une forme 
très simple, et qui renferment des facteurs élevés à de grandes puis- 
sances, produire, par leur intégration, des fonctions très composées, 
ce qui donne lieu de penser que toute fonction composée est réduc- 
tible à de semblables intégrales qu'il ne s'agira plus ensuite que de 
convertir en séries convergentes. Le problème que nous nous propo- 
sons de résoudre, considéré sous ce point de vue, se partage ainsi en 
deux autres, dont l'un consiste à intégrer par approximation les fonc- 
tions difTérentielles qui renferment des facteurs très élevés, et dont 
l'autre a pour objet de ramener à ce genre d'intégrales les fonctions 
dont on cherche des valeurs approchées. 

Dans l'article I de ce Mémoire, je donne la solution du premier pro- 
blème, qui, par lui-même, est très utile dans cette branche de l'Ana- 
lyse des hasards, où l'on se propose de remonter des événements 
observés à leurs causes et de reconnaître, par ces événements, la pro- 
babilité des événements futurs (voir les Mémoires de V Académie pour 
l'année 1778). Cette solution me conduit à différentes séries qui se 
servent de supplément les unes aux autres, les premières devant être 
employées pour les points de l'intégrale éloignés du maximum de la 
fonction différentielle, et les secondes devant servir pour les points 
voisins de ce maximum : ces dernières suites renferment des quan- 
tités transcendantes qui, le plus souvent, se réduisent à celle-ci 
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e étant le nombre dont le logarithme hyperbolique est l'unité; et, 
comme cette intégrale, prise depuis / = o jusqu'à / = oo, est la moitié 
de la racine carrée du rapport de la demi-circonférence au rayon, il en 
résulte que la valeur approchée des intégrales déterminées des fonc- 
tions différentielles qui renferment des facteurs très élevés dépend 
presque toujours de cette racine, dans le cas même où ces intégrales 
sont algébriques; ainsi cette quantité transcendante que M. Stirling a 
le premier introduite dans la valeur approchée du terme moyen du 
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binôme ne lui est pas particulière, nnais elle entre également dans les 
valeurs approchées d*un grand nombre d'autres fonctions algébriques. 
Je considère dans Tarticle II le problème qui consiste à ramener 
les fonctions dont on cherche des valeurs approchées à Tintégration 
de fonctions différentielles multipliées par des facteurs élevés à de 
grandes puissances; pour y parvenir d'une manière générale, je repré- 
sente par ^„ y\^y\% . . . des fonctions de 5, très composées et dans les- 
quelles 5 est un grand nombre. Je suppose ces fonctions données par 
des équations linéaires aux différences, soit finies, soit infiniment 
petites, dont les coefficients sont des fonctions rationnelles de 5; en 
faisant ensuite, dans ces équations, 

et en les préparant d'une manière convenable, chacune d'elles se 
divise en deux parties, dont Tune est affectée du signe intégral Tet 
dont l'autre est hors de ce signe : l'égalité à zéro des parties sous le 
signe donne autant d'équations linéaires aux différences infiniment 
petites qu'il y a de variables 9, ç', ç", — On peut, conséquemment, 
déterminer à leur moyen ces variables en fonctions de x\ quant aux 
parties hors du signe intégral, en les égalant à zéro et en éliminant 
les constantes arbitraires des valeurs de ç, ç', ç'', ..., on parvient à 
une équation finale en a?, dont les racines servent à déterminer les 
limites dans lesquelles on doit prendre les intégrales jafcfdx, 

Jcc'(f'dx^ Une remarque très importante dans cette analyse, et 

qui donne les moyens de l'étendre à des fonctions d'un fréquent 
usage, est que les séries que l'on obtient pour ^„ y^, ... ont lieu 
généralement en y changeant le signe des constantes qu'elles ren- 
ferment, quoique, par ce changement, l'équation finale en a?, qui 
détermine les limites des intégrales, cesse d'avoir plusieurs racines 
réelles. Le principal obstacle que l'on rencontre dans l'application de 
cette méthode vient de la nature des équations différentielles en ç, ç', 
ç", . .. , qui peuvent n'être pas intégrables : on pourra souvent obvier 
à cet inconvénient en représentant les fonctions ^„ ^^, ... par des 
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on fera u'u'*' .. .ç =^, et, en désignant par Y ce que devient j»' lors- 
qu'on y change x en 0, on supposera y = Yer*f e étant le nombre 
dont le logarithme hyperbolique est Tunité; on aura ainsi 

Y 

Si Ton considère x comme une fonction de / donnée par cette équa- 
tion, on aura, en supposant di constant, 

al i .2 ar i ,2,6 at* 

t devant être supposé nul, après les dilTérentiations, dans les valeurs 

dx d^x 
lit' lï^ 



dx d X 

de -TT » -jTi y — Or on a généralement 



d'^x * 1 > j * j^^ 

iiF''drdrdr"^M' 

la caractéristique dilTérentielle d se rapportant a tout ce qui la suit, et 
dt pouvant varier d'une manière quelconque dans le second membre 

de cette formule; de plus, si l'on différentie Téquation log- =/, et 

V dx 

que l'on désigne — ^ — par r, on aura 

. dx 
dt— — ; 

partant, on aura 

d'^x _ vd\vd(v, . .dv)\ 
~dF " dx"^-^ ' 

dx étant supposé constant dans le second membre de cette équation. 

En nommant donc U ce que devient s^ lorsqu'on y change x en 0, la 

fin fg» 
valeur de -^— > qui répond à ir = 0, ou, ce qui revient au même, à 

/ -- o, sera égale a — ^ — ^'^^^ ^; on aura ainsi 

\,idQ I . a . 3 dQ^ 

d'où l'on tire 

clx = \}dt\^-^-^t^.^-^t^^.,,^ 
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et, par conséquent, 

c j fTv r^, .\ d^ . rf(UrfU)., 1 

/j.rfa^^UY/rf.e-'|^.+ ^/H-^^gJ/« + ...J. 

Si Ton prend l'intégrale depuis / = o jusqu'à ^ = 00, on aura généra- 
lement 

f f^ dt e-'^ =: \ .3.3.. .w, 

partant 

l'intégrale relative à x étant prise depuis o^ = jusqu'à la valeur de x 
qui convient à / infini. 

Nommons Y' et U' ce que deviennent y ^iv lorsqu'on y change x 
en 0'; nous aurons pareillement 

< 

l'intégrale relati-ve à ce étant prise depuis x = ^' jusqu'à la valeur de x 
qui convient à / infini ; en retranchant donc ces deux expressions l'une 
de l'autre, on aura 

^^^ ) -. ii'Y'l . a- ^ -^ d{\}'d\}') d[\}'d{\}^d\}' )'\ 

\ \ '^ de' ^ dB'^ "^ dQ"^ 

l'intégrale relative à x étant prise depuis a? = jusqu'à ir = 0', en 
sorte que la considération de / disparait dans cette formule. Si et 0' 
étaient primitivement renfermés dansy, il ne faudrait faire varier que 
les quantités et 6' qu'introduisent dans U et U' les changements de x 
en et en 0' dans la fonction v. 

La formule (A) sera très convergente si <; ou — ^ — est une très 

petite quantité; or, y étant, par la supposition, égal à M'a^'i/"*''. . .9, 
on a 
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S du f du' rfcp ^ 

u dx u' dx ' ' ' cp dx 
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ainsi, dans le cas où 5, s\ /",... seront de très grands nombres, v sera 

fort petit ; et, si Ton fait - = a, a étant un très petit coefficient, la fonc- 

tion i^ sera de l'ordre a et les termes successifs de la formule (A) seront 

respectivement des ordres a, a", a", 

Cette formule cesserait d'être convergente si la supposition de a? = ô 
rendait très petit le dénominateur de l'expression de v. Supposons, par 
exemple, que (x — ay soit un facteur de ce dénominateur; il est clair 
que les termes successifs de la série qui, dans la formule (A), multi- 
plie UY, seront divisés respectivement par (0 — a)**, (6 — a)**^^*, 
(6 — ay*^*, ... et deviendront très considérables si est peu diffé- 
rent de a. La convergence de cette formule exige donc que (0 — ay- 
et (6' — ay soient plus grands que a; elle ne peut, conséquemment, 
être employée dans l'intervalle où (x — a)** est égal ou moindre que a; 
mais, dans ce cas, on pourra faire usage de la méthode suivante. 



n. 

Si l'on nomme Y ce que devient^ lorsqu'on y change x en a, il est 

dy 
visible que, {x-^ay étant un facteur de ^ ou, ce qui revient 

c^log- Y 

au nuème, de •^ > (x — a/^* sera un facteur de log -• Soit donc 



djc V- -/ -- ^ jr 



H 



X — a 



I > 

(logY-Iog^)»*--* 



on aura 



X — a=z vif 



V ne devenant point infini par la supposition de x = a. Si Ton désigne 
ensuite par U, ^> ~djd^^ •• • ce que deviennent v, ^> -^j •• • lors- 
qu'on y change x en a, après les différentiations, on aura 
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d'où il est facile de conclure 

<B, /,... = ï/*.-[u .^.. ^.,.. j^^j,,.. . . .]. 

Cette formule pourra être employée dans tout rintervallc où x difTèro 
très peu de a; elle peut conséquemment servir de supplément à la for- 
mule (A) du numéro précédent; mais, au lieu d*ètre ordonnée comme 
elle par rapport aux puissances de a, elle ne le sera que relativement 

aux puissances de a^~^S car il est visible que» dans ce dernier cas, 

c n'est que de l'ordre a»*"^*. 

Pour déterminer plus facilement les quantités U, -j-y "Z~i"' * *' 
supposons 

logY - log^ = (a: — a)\^^^ [A ■+- B(a: - a) + C{œ - a)«4- . . .]; 

nous aurons, en changeant x en a, après les différentiations, 



1 .2.3. . .(|JL -H i)da:V-^^ 
^__ g^' logr 



Nous aurons ensuite, quel que soit r, 

r 

p'-= [ A -4- B (o: — a ) -t- C(a? — a)* ■+- . . .]" 1*-^» 

r r-»-|l-f-l 

= A »*■»-' ^A M^B(a:-a) 

I.2(fX-+-l)« fXH-I J^ 

Si l'on fait successivement dans cette formule r = i, r = a, r = 3, . . ., 

il sera facile d'en conclure les valeurs de U, -^j "5~r' •"' ^^ '^ for- 
mule (B) ne présentera plus d'autres difiicultés que celles qui résuU 

ORuprts de L, — X. 28 



— c 



Jl.l 
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/" dt e~' ; or on a 

r étant égal au quotient de la division de n par (x + i si la division est 
possible, ou au nombre entier immédiatement inférieur si elle ne Test 
pas. La détermination de l'intégrale fydx dépend donc des intégrales 
de cette forme 

il n*est pas possible d'obtenir exactement ces intégrales par les mé- 
thodes connues; mais il sera facile dans tous les cas d'avoir leurs va- 
Jours approchées. 

IIL 

Nous aurons principalement besoin dans la suite de la valeur de 
f ydx pour tout l'intervalle compris entre deux valeurs consécutives 

• 

de X qui rendent y nul; nous allons conséquemment exposer les sim- 
plifications dont cette valeur est alors susceptible, y ayant été supposé 
dans le numéro précédent égal à Ye'^^ \ il est visible que les deux va- 
leurs de X qui rendent y nul rendent pareillement nulle la quantité 
er^^^\ ce qui suppose que (x-f-i est un nombre pair, et que Tune de 
ces valeurs de x répond à / = — x> et l'autre à / = oo; Y est donc alors 
le maximum de y compris entre ces valeurs. Soit (x -f- 1 = aï; si l'on 
prend l'intégrale /"/'""♦'V/^*' depuis / = — oo jusqu'à £ = oo, sa va- 
leur sera nulle, car il est clair que les éléments de cette intégrale qui 
répondent aux valeurs de / négatives sont égaux et de signe contraire 
h ceux qui répondent aux valeurs de t positives. L'intégrale fi^'^dte"''' 
sera égale à ift^'^dte'^\ cette dernière intégrale étant prise depuis 
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/ = o jusqu'à / = 00, et, dans ce cas, on a, par le numéro précédent, 

fstn dt e-^'- (a/i-2iM-i)(a/i-4i-M).-.(a/i--ari4-i) /-.,„.„ ^^ ^_|.. 

J {2iy J ' 

r étant égal au quotient de la division de n par i si la division est pos- 
sible, ou au nombre entier immédiatement plus petit si la division 
n*est pas possible. Soit donc 

K = jdt e-^', 



K^i-i) = J'itt-tdt €-'''; 



la formule (B) du numéro précédent deviendra 



J^ \ 2 1 1 .3.3. . .aié/a:*' 4** i.a.3. . .4«^»^^' / 



\\,idx^ ii i.a.3...(ai- 



- a ) dx^'^^ 
3(ai-+-3) Ér*'-^«U*'-^« 



(C) / 4«* i.a.3...(4iH-a)é/x^'^« 



...] 



- r f- 1! 1 2 ^ 

I .a. 3. . .(ai — 2)e/x*^-* ii i .2.3. . .(4i — 2)e/^*'- 

"*" 4«* I.2.3...(6i-2)^«'-«"^'J' 

Cette formule est la somme d*un nombre i de suites différentes, dé- 

croissantes comme les puissances de a, puisque U est de Tordre a", et 
multipliées respectivement par les transcendantes K, K^*^ K^^\ . . . 
qu'il est par conséquent important de connaître. Voyons ce que l'ana- 
lyse nous apprend à cet égard. 
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IV. 

Considérons généralement Tintégralc 

les intégrales successives étant prises depuis s^ x^ x^*\ cc^^\ . . ., égaux 
à zéro jusqu'aux valeurs infinies de ces variables. En intégrant d*abord 
par rapport à 5, on réduira Fintégrale précédente à celle-ci 






Soil 






on aura 



/: 



dx 



-t- a:« -h ^<»" H- . . . -+- xi'-*>" 

I r dz 



(H- x(«)*+ j:<«)"h- . . . ■+- xt»-»)*) 



/ dz 

r— i;-i n 



> 



Tintégrale relative a 5 étant prise depuis 5 = jusqu'à 5 = x>. Soit 
encore 

± := S<*)2 



(H_a:(«)--4-...4-a:('-*)*)' 



on aura 



/ 



r/a:<«) 






I r^—^^—— 



P 



rintégrale relative à s^*^ étant prise depuis s^*^ = o jusqu'à s<*^ = x. En 
continuant d'opérer ainsi, on trouvera 

fdsdxdx^^K . . û?a-(r-«)e-'(»-H*-«^'^%...+*^^'") . 

J (1-4-5*) « J (n-5») « y (1 



(1-4-5*) « •/ (1-4-5») « «y (1-4-5*) " 



QUI SONT FONCTIONS DE TRÈS GRANDS NOMBRES. 221 

les intégrales relatives à z étant prises depuis 5 = jusqu'à 5 = oc. 
Intégrons présentement, d'une autre manière, la différentielle 

et» au lieu de commencer les intégrations par 5, terminons-les par cette 
variable; pour cela, nous observerons que l'on a 

1 

f dx e-''" =1 \ f^dx €-''"= \ fdte-'\ 

t étant supposé égal à ^x. L'intégrale relative à x devant être prise 
depuis rr? = G jusqu'à a? = 00, l'intégrale relative à / doit être prise 
depuis / = G jusqu'à / = 00. Soit donc fdt e"^ = K, on aura 

fdxe-"''=i\, 
on aura pareillement 

et ainsi de suite; partant, 

fdsdxdx^'K, . £iici'-«)e-'0+**+*^*^"-^ •+**'"'^") 

zzzK'--* f ^^ = nK'"-^ f t'^'^ dt e-'\ 
J s"^ 

i étant ici égal à 5^, et l'intégrale relative à / étant prise, comme l'inté- 
grale relative à 5, depuis la valeur nulle de cette variable jusqu'à sa 
valeur infinie. En comparant les deux expressions de 

fdsdxdx^^K . . e-*(i+*"+»^*^"H-..) 

et en observant que 



nsm- 
n 
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:: étant le rapport de la demi-circonférence au rayon, on aura 

-_îL_ r ± f dz__ r dz 



toutes les intégrales étant prises depuis les valeurs nulles des variables 
jusqu'à leurs valeurs infinies. 

Si Ton fait 1-4-5"= -, on aura 



I — «'* 



du 
az=: 



(l — II») " 



la formule précédente deviendra ainsi 

sin-y (I — 11*)"^ (i — II»)* J (i__ii«)n 

les intégrales relatives à // étant prises depuis £/==o jusqu'à ££ = 1, 
parce que la supposition de 5 = o donne m = o et que celle de s = qc 
donne u = \. Il faut dans cette formule prendre autant de facteurs 
affectés du signe intégral qu'il y a d'unités dans r — 2. 

La formule (Z) offre plusieurs corollaires intéressants que nous 
allons développer; si Ton y suppose r = /i, l'intégrale J f^'" dt er*'' se 
changera en K» et Ton aura 

sm-y (1— ii»)«y (I— ««)" J (i — i/«) * 

Ainsi K ou fdter^'' sera donné par cette équation en fonctions d'inté- 
grales algébriques, et la formule (Z) donnera la valeur de J t'^''' dt e"^'' 
en fonctions semblables, r étant un nombre quelconque entier positif 
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et moindre que n; ces valeurs dépendent des n — 2, intégrales algé- 
briques 

/ du r du p du 

mais on peut diminuer de moitié le nombre de ces intégrales par la 
méthode suivante. 
Si, dans la formule (Z), on fait r = 2, elle donnera 

n^fdte'''''ft''-^dt €-'"=: --— . 

sin - 
n 

Cette équation est généralement vraie, quel que soit /i, en le suppo- 
sant même fractionnaire; partant, si l'on y change n dans -rzr' ^^" 
aura 

*/ •/ . (r — i)7r 



( 
sm ^ 



n 



et, si dans cette nouvelle équation on change / dans /''"', elle de- 
viendra 

(T) n^ f r-^ dte-'" f t''-'' dte-'" = ^^ » 



n 



Si, dans cette équation, on suppose r — 2 = /i — r, ce qui donne 



r= — h I , on aura 



n*\Jl^ 'die-^y =71, 



et, si Ton change /' dans /, on aura ce résultat remarquable 

c'est-à-dire que l'intégrale Te// cr*', prise depuis t = o jusqu'à / infini, 
est la moitié de la racine carrée du rapport de la demi-circonférence 
au rayon. 
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Supposons maintenant n pair et égal à 21 ; si Ton fait r = 1 -f- 1 dans 
la formule (Z), elle donnera 



yj ( 
Or, en changeant /' on /, l'intégrale Jt''* die'"' deviendra 

I -^ 21 

on aura donc 

(R) 2/K'= -^- 

Tt f 

( 






ainsi K sera donné en fonction des i— i premières intégrales algé- 
briques de la formule (Z), et cette même formule donnera les valeurs 
de toutes les intégrales transcendantes r/''"^<//<r^, en fonctions de 
ces mêmes intégrales, lorsque r sera égal ou moindre que 1 + i ou, ce 
qui revient au même, lorsque l'exposant 21 — r sera égal ou plus grand 
que I — 1 . Si cet exposant est moindre, alors r— 2 sera plus grand que 
I — I, et la formule (T) donnant la valeur de l'intégrale A*'"^<//e-'*', 
au moyen de celle-ci Tr** <//«-"*, cette valeur ne dépendra que des 
I — I premières intégrales algébriques de la formule (Z); ainsi toutes 
les valeurs de Tintégrale A*'"^rf/c^'" ne dépendront, quel que soit r, 
que de ces i premières intégrales algébriques, et, comme les valeurs 
correspondantes à r plus grand que i sont données par la formule (Z) 
en fonctions de ces intégrales et des suivantes 

/du r du r du 
Z±»' / ï±j' "*' / ïFî* 
(,._!/!/) «r J (i^u^i)ti J (,_„ti) 1?-- 

il en résulte que chacune de ces dernières intégrales sera donnée en 

fonction des 1 — i premières intégrales algébriques de la formule (Z). 

Si n est impair et égal à 21 + i, la formule (Z) donnera, en y faisant 
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successivement r = i ■+- 1 et r = « -h 2, 

_ 7c r du r d u r du 



an- I 



n r du r du 

= — / 3: •• / TTTÎ 



2*4- I 



en multipliant ces deux équations Tune par l'autre et en observant 
que Téquation (T) donne» en y faisant r:=::i'htf 

(ai -h iyfi'-'dte-^*''''fl'dte'-'*'^'= ^^ , 



sin 



21 -f-i 



on aura 














(a«-M)«K"-^» 














ITT 


rf« 




• • •• # 
ï / É 


du 


lY; 


€/l/ 


/.;n « V / 


/ . ..l/^fl\ 




i 

'. ..l/-4-l\tf-4-l 


i-»-l 
..l/-i>l\«i-»-l 



«y (I «••-•-M---'-* ^ II ll-.-1-.l..-r-.j ^^ 



K sera ainsi donné en fonction des 1 premières intégrales algébriques 
de la formule (Z), et cette même formule donnera les valeurs de 
r^%i+i-rj^^-t^t^ en fonction des mêmes intégrales, lorsque r sera égal 
ou moindre que 1+2; la formule (T) donnera ensuite les valeurs de 
cette intégrale transcendante lorsque r sera plus grand que 1 + 2, d'où 
Ton peut conclure que chacune des intégrales 

/du r du r du 
7^1 / 7^> •••! / TT 
(l — M«/+l)ti + l J (,-.||t/-4-l)t/+l J (,_ttt/H-l)tî-Hl 

sera donnée en fonction des 1 premières intégrales algébriques de la 
formule (Z). 
De là il suit généralement que toutes les valeurs de Çfdte~^'" ne 

couvres de L.— JL 29 
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dépendront, quelque soitr, que de i intégrales algébriques prises 

dans la formule (Z) si n est pair, ou de ~^^ de ces mêmes intégrales 
si n est impair. 

V. 

Reprenons maintenant la formule (C) du n^ III ; si Ton y fait i = i, 
elle ne renfermera que la seule transcendante K on Jdle~^f qui, par 
le numéro précédent, est égale h ^v^ ou à 0,886227. 

Si Ton y fait i= 2, cette formule renfermera les deux transcen- 
dantes K et K^*\ qui sont respectivement égales à / di^^' et kfi^die^* ; 
or la formule (R) du numéro précédent donne, en y faisant 1 = 2 et en 

observant qu'alors sin — : = -7-.> 
^ 21 ^a 






Cette dernière intégrale représente la longueur de la courbe élastique 
que M. Stirling a trouvée égale à 

1,31102877714605987; 
on désignant donc par tz' cette valeur, on aura 

la formule (Z) donnera ensuite, en y faisant /i = 4 et r = 2, 

partant 

\ 

Nous ne pousserons pas plus loin cet examen des valeurs de K, K^*\ . . . 
correspondantes aux différentes valeurs de 1, parce que les cas où / 
surpasse Tunité sont très rares dans les applications de TAnalyse. 
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VI. 

Le cas dans lequel i = i étant le plus ordinaire, nous allons exposer 
ici les formules les plus simples pour déterminer dans ce cas la valeur 
approchée de l'intégrale fydx. 

Si l'on suppose (^ = — s^— et que l'on nomme Y et U ce que de- 
viennent^ et i? lorsqu'on y change X en 6, et Y' et U' ce que deviennent 
ces mêmes quantités lorsqu'on y change x en 0\ on aura 



\h 






l'intégrale fydx étant prise depuis a? = jusqu'à a? = 0'. Cette for- 
mule sera très convergente toutes les fois que ^ sera très grand par 

rapporta^, ce qui a lieu lorsque» les facteurs de^ étant élevés à de 
grandes puissances» l'intégrale A^^ est prise dans des intervalles 
éloignés du maximum de j. 

Pour avoir cette même intégrale dans les intervalles voisins de ce 
maximum» supposons qu'il réponde à â? = a» et nommons Y le maxi- 
mum de^ ou ce qu'il devient lorsqu'on y change rc en a; supposons 
encore» comme cela arrive le plus souvent» que la valeur a de a; ne 
fasse disparaître que la première différence de j : dans ce cas, on fera 



X — a 



f = V'^l0gY — lOg/, VZH y 

V^logY — log/ 

et» en désignant par U, -j- > -^-j > • • • ce que deviennent v^ -j- » -^-^ 
lorsqu'on y change x en a» on aura 
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Si dans la formule (a) on suppose logj, et par conséquent — :^— 

très petit de l'ordre a, cette formule ne pourra pas servir dans tout 
rintervalle où (x — ay est moindre que a; dans ce cas» on peut faire 
usage de la formule (b), qui cesse elle-même d'être convergente 
lorsque r/ ou» ce qui revient au même» x-^a n'est pas une quantité 
très petite de l'ordre a^» X étant positif; mais» dans l'intervalle où cela 

n'est pas» la série (a) peut être employée» en sorte que ces deux séries 
se servent de supplément Tune à l'autre ; il y a même des intervalles 

où toutes les deux peuvent être d'usage, car, puisque la convergence 

î-x 
de la série (a) exige que x — a soit de l'ordre a* » X étant positif» et 

que celle de la série (6) exige que ^ — X soit positif» ces deux séries 

peuvent servir à la fois pour toutes les valeurs positives de X moindres 

que {. La première sera ordonnée par rapport aux puissances de a*^» 

i-x 
ot la seconde le sera par rapport aux puissances de a' ; il faudra 

donc préférer la première ou la seconde» suivant que 2X sera plus 

grand ou moindre que f — X» c'est-à-dire suivant que l'on aura X plus 

grand ou plus petit que {. 

La formule (b) donne, en intégrant depuis / = T jusqu'à / = T', 



/. ^ ^/,, I ePV* 1.3 d'V^ \ /. . 



<?-'• 



(^) ^ -^^^" L^^^rTs^-^^T» 4.0^-^-3^ 4-... J 



e-^' 



[^7*T'^-(^-)r^....], 



l'intégrale Jydx étant prise depuis la valeur de x qui convient à 
/ = T jusqu'à celle qui convient à / = T'. 
Si l'on suppose T = — x> et T' = 00, on aura généralement 

on a d'ailleurs dans ce cas (n® IV) 

Jdte-^:=z\fk. 
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La formule précédente devient ainsi 

l'intégrale fydx étant prise entre les deux valeurs consécutives 
de X qui rendent y nul, et Y étant le maximum de y compris entre 
ces valeurs. Les différents termes de cette formule se détermineront 
facilement en observant que, si Ton fait 

^_ é/«log.y ^ p_ gftlogr ^ _ d^ \o%y 

X étant changé en a, après les différentiations, on aura généralement 



-.r r ---I 
t"-=A •—-A * B{ap — a) 
a 



[£(^A-i-'B«-.^A--î-*c](^-.a)«4-.... 



On a 



£i« logr = — ^ ^; 



la supposition de x = a fait disparaître dy : on aura donc 

Y et j-j étant ce que deviennent y et ^ lorsqu'on y fait x = a; 

partant, si dans la formule (d) on ne considère que le premier terme 
de la série, on aura à très peu près 

J^ f^S ijydxy=:- 

y "d^ 

l'intégrale fydx étant prise entre les deux valeurs consécutives de x 
qui font disparaître 7, Y et ^,-5- étant les valeurs de y et ^ corres- 
pondantes à la valeur intermédiaire de x qui fait disparaître dy. 



d^Y 

dx* 
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Cette expression dcfydx sera d'autant plus approchée que les fac- 
teurs de j seront élevés a de plus hautes puissances. 

La formule (c) renferme Tintégrale indéfinie fdte'^^^ qu'il n'est 
pas possible d'obtenir en termes finis; mais on peut, dans tous les 
cas, la déterminer d'une manière fort approchée par les méthodes 
connues. Si / est peu considérable, on pourra faire usage de la série 
suivante 

/i T* I 'P I T» 



1,1 5 1.3.3 7 i.a.3.4 9 

l'intégrale étant prise depuis / = o jusqu'à / = T. 

Si / est considérable, on pourra se servir de cette série 

/», ««^fll!/ ' 1-3 1.3.5 \ 

j ace - ^^ ^i ^,^,^4.-^--^^+...^, 

l'intégrale / rf/c~''*étant prise depuis / = T jusqu'à / = oo, en sorte que, 
pour avoir la valeur de cette intégrale depuis ^ = o jusqu'à / = T, il 

faut retrancher la valeur précédente de ^^. Cette série est alternati- 
vement plus grande et plus petite que l'intégrale fdter^\ de manière 
que la valeur de cette intégrale, prise depuis / = T jusqu'à / = qo, est 
toujours comprise entre la somme d'un nombre fini quelconque de 
ses termes et cette même somme augmentée du terme suivant. Ce 
genre de série, que l'on peut nommer séries de limites^ a l'avantage de 
faire connaître avec précision les limites des erreurs des approxima- 
tions. Dans un grand nombre de cas, les formules (a), (6), (c) et {d) 
conduisent à des séries de cette nature. 

VII. 

On peut facilement étendre l'analyse précédente aux doubles, 
triples, ... intégrales; pour cela, considérons la double intégrale 
j ydxdx\ y étant une fonction de a? et de a/ qui renferme des fac- 
teurs élevés à de grandes puissances. Supposons que l'intégrale rela- 
tive à X* doive être prise depuis une fonction X de â? jusqu'à une 
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autre fonction X' de la même variable; en faisant a?'= X -h uX\ l'in- 
tégrale /j ctr cte' se changera dans celle-ci fyX'dxdu, Tintégrale 
relative à u devant être prise depuis m = o jusqu'à u = i. On peut 
donc ainsi réduire l'intégrale jydxdod à des limites constantes et 
indépendantes des variables qu'elle renferme; nous supposerons 
conséquemment qu'elle a cette forme et que l'intégrale relative à x 
est prise depuis or = jusqu'à a; = t?, tandis que l'intégrale relative 
à af est prise depuis or" = 0' jusqu'à od = a'. Gela posé» en nommant Y 
ce que devient y lorsqu'on y change x et x' dans et 0', on fera 

en supposant ensuite aî = 6 -f- « et 0?'= O'-h m', on réduira la fonc- 
tion log— dans une suite ordonnée par rapport aux puissances de // 
et de £/, et Ton aura une équation de cette forme 

Y 

dans laquelle M est la partie du développement de log— qui renferme 

tous les termes multipliés par u, et M' est l'autre partie qui renferme 
les termes multipliés par u! et qui sont indépendants de u. On parta- 
gera l'équation précédente dans les deux suivantes 

d'où l'on tirera celles-ci, par le retour des suites, 

N étant une suite ordonnée par rapport aux puissances de / et de t\ 
et N' étant uniquement ordonnée par rapport aux puissances dé /' et 
indépendante de /. Ces deux suites seront très convergentes si y ren- 
ferme des facteurs très élevés. Maintenant oa a 

dx dx' = du du' y 

et il est aisé de s'assurer que ce dernier produit est égal ^ ^ ^ ^^ ^^^ 
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c est-a-dire a ^ .^ ^> ' dtdt\ partant 

Il sera facile d*intégrer les différents termes du second membre de 
cette équation» puisqu'il ne s'agira que d'intégrer des termes de cette 
forme ft" di f' ou Jr di'e^'. 

Si Ton prend l'intégrale relative à /' depuis ^'= o jusqu'à /'rs ao, et 
que Ton nomme Q le résultat de l'intégration, on aura 

fydx'=YQ, 

rintégrale étant prise depuis af= 0' jusqu'à la valeur de œf qui con- 
vient à ^ infini ; si l'on change ensuite» dans Y et Q, 6' dans X3\ et que 
Ton nomme Y' et Q' ce que deviennent alors ces quantités» on aura 

fydx'=TQ\ 

l'intégrale étant prise depuis od = xs' jusqu'à la valeur de od qui con- 
vient à /' infini; on aura donc 

/^rf^ = YQ-Y'Q'» 

l'intégrale relative à od étant prise depuis a/ = 6' jusqu'à ccf = xd. 

En nommant R et R' les intégrales /Q^/ etfQ'dtf prises depuis 
/ = G jusqu'à ^ = 00» on aura 



l'intégrale relative à cxf étant prise depuis af=^ jusqu'à a/ = o', et 
l'intégrale relative à x étant prise depuis a? = jusqu'à la valeur de œ 
qui convient à / infini. Si dans Y» R» Y'» R' on change 6 dans 17» et que 
l'on nomme Y«» R,, Y',» R', ce que deviennent alors ces quantités» on 
aura 

fydxdx'=\, Ri- y; r;, 

l'intégrale relative à af étant prise entre les limites 0' et u\ et Tinté- 
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grale relative à x étant prise depuis x = n jusqu'à la valeur x qui 
convient à / = 00; partant 

y>€/a:€/^' = YR-Y'R'-YiRi4-Y;R;, 

rintégrale relative à x étant prise entre les limites 6 et tj, et l'intégrale 
relative à x^ étant prise entre les limites 0' et u'. Cette formule répond 
à la formule (A) du n^ I, qui n'est relative qu'à une seule variable. Elle 
a le même inconvénient» celui de ne pouvoir s'étendre aux intervalles 
voisins du maximum dey; il faut pour ces intervalles employer une 
méthode analogue à celle du n® II. Ainsi» en supposant que, dans l'in* 
tervalle compris entre et u^j^ devienne un maximum et que la con- 
dition du maximum ne fasse disparaître que la première différence 
de y, au lieu de faire, comme précédemment, y = Yc"'"*', on fera 

et si, dans l'intervalle compris entre 0' et u', y devient un maximum, 
on fera 

Comme nous aurons principalement besoin dans la suite de l'inté- 
grale /y dirrfa?', prise entre les limites de a? et de a/ qui rendent 7 
nul, nous allons discuter ce cas d'une manière générale. 

Considérons l'intégrale Cydxdxfdx^...^ y étant une fonction des 
r variables x^ocf ^of^ ... qui renferme des facteurs élevés à de grandes 
puissances. Si l'on nomme a, a\ a"", . . . les valeurs de x^ x\ x"^ ... qui 
répondent au maximum de 7, et que l'on désigne par Y ce maximum, 
on fera 

en supposant ensuite 



j7 = a-t-e, d/=a'-4-e', x'zna'-Jr-V^ 



s • \y 



Y 

on substituera ces valeurs dans la fonction log-» et, en la développant 
dans une suite ordonnée par rapport aux pi(U3]9^nce8 de 0, 0', 0'', . . . , 

OEuprM de L.^ X. 3o 
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on aura une équation de cette forme 

M étant la partie du développement de log- multipliée par 0*; M' étant 

la partie de ce développement multipliée par 6'' et indépendante deO; 
M"" étant la partie multipliée par O""' et indépendante de et de 0', et 
ainsi du reste. On partagera cette équation dans les suivantes 

d*oii Ton tirera celles-ci» par le retour des suites, 

= N/, ô'=N'£\ ô'iziN'r, 



• • • » 



N étant une suite ordonnée par rapport aux puissances de /» t\ r, . . .; 
N' étant une suite ordonnée par rapport aux puissances de i\ t", ... ; 

N'' étant une suite ordonnée par rapport aux puissances de /', 

Ces suites seront d*autant plus convergentes que les facteurs de y 
seront élevés k de plus hautes puissances. 
Maintenant on a 

et il est facile de s'assurer que ce dernier produit est égal à 

d(^i) d(y^n djîi't') .....^ . 

partant 

• ^ J di dl* d^ ' 

les intégrales relatives à /, /', t\ ... étant prises depuis ces variables 
égales à — ao jusqu'à ces variables égales à -f- «. Il sera facile d'avoir 
les intégrales des différents termes du second membre de cette équa- 
tion en observant que Ton a généralement 
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lorsque Tun quelconque des nombres n^ n\ n"^ ... est impair, et 

1.3. 5... (ai — i).i.3.5...{2i'— i).i.3.5...(5ii'— i)...7r' 

Si les puissances auxquelles les facteurs de j sont élevés sont très 
considérables, on aura à très peu près 

d»Y ô^Y d^Y 






> M — — — ^n — > M — — — Tz — 9 



d^Y d^Y à^Y ,, , , . ,d^r à^y d^y , 

d^' 5^' 5P-«' •• ^^^"* ^^ ^"^ deviennent 5^, ^,, ^., ... lors- 

qu'on y change x, x\ x'\ . . . dans a, a\ a"", On aura ainsi à très 

peu près 

yi Y" Y^ 



... 



V àx* V cï^'» V àx"* 

d'où l'on tire ce théorème général : 

L'intégrale jy dx dx' dx'\ . . . , prise entre les valeurs consécutives de 
Xy x'y o?", . . . qui rendent y nul, est à très peu prés égale à 

I 

(— îi7r)*Y « 



v^ 



â^Y â^Y â^Y 



âx^ ôx'^ dx'^ 
si les /acteurs de y sont éleçés à de grandes puissances. 

Article II. 

De l'intégration par approximation des équations linéaires 
aux différences finies et infiniment petites. 

VIII. 

Considérons l'équation linéaire aux différences finies 

(i) S = A/,-h B A/,4- C A«/iH-. . •• 
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S étant une fonction de j; A, B, C étant des fonctions rationnelles et 
entières de la même variable* et la caractéristique A étant celle des 
différences finies, en sorte que A^, = ^,^.| — y,. Soit 

A = a -ha<»)i 4- a(«)i«-h aW*»4-. . ., 
B = 6 4- 6<»)i 4- 6<«)i«4- !><•>*»-♦-..., 
C = c 4- c<»)i 4- C<«>1« 4- c<»)*» 4- . . ., 



et représentons la valeur de^, par l'intégrale fer^'^dx^ 9 étant une 
fonction de x^ indépendante de s^ et Tintégrale étant prise entre des 
limites indépendantes de cette variable; on aura 



A«^,= /e-"(e-'-i)«9d:r, 

De plus, si l'on désigne er*' par ly^ on aura 
Téquation (i) deviendra ainsi 

Sz= r<fdx\ iy[a 4-6 (e-*—i)4-c (e-*— 1)«4-. . .] 

— ^^[a(»)^6^i)(e-*_i)4.e<»(e-*-i)«4-...] 

4_ ^^[a(«)4- i><«)(€-'— I) 4- c<«)(^*- i)*4-. . .] 



Si Ton représentait^, par l'intégrale /'a;'9 ^f on aurait, en désignant 
œ* par S^, 









• • « 



on aurait ensuite 

Ar,= fiy{x — i) 9 «^, à}y,= Jiy(x — i)* 9 c^, 
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Partant, si dans ce cas on met les valeurs de A, B, C, ... sous cette 
forme 

A = a -4- a<^^s -4- a^*h(s — i) -h a^*^s{s — i) (s — a) -h ... , 
B = 6 4- 6(»)5 4- b(*^s{s — 1)4- b(*^s{s — 1) (5 — a) 4- ... , 

C = C 4- C<')5 4- C(«)5(5 — 1)4- C(*^S{S — i) (5 — a) 4- ... , 



Téquation (i) deviendra 



S 



= I ^dx^. ^/[^ -+■ ^ (j? — i)4-c (a: — i)'4-. ..] 

-^.a? ^ [a(»4-6<«>(a: — i)4-cn)(a: — i)«4-...l 

^a:*^'[a<«)4-6(5)(a: — i)4-c<«)(a: — r)«4-...] 



En représentant généralement j, par TS^ç^, les deux formes pré- 
cédentes que Téquation (i) prend dans les suppositions de 8y =e~^' et 
de Sy = or' seront comprises dans la suivante 

Mt N, Py Q, . . . étant des fonctions de x indépendantes de la variable s, 
qui n'entre dans le second membre de cette équation qu'autant que 
Sy et ses différences en sont fonctions. 

Maintenant, pour y satisfaire, on intégrera par parties ses différents 
termes; or on a 



à 
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L'équation précédente devient ainsi 



S= fiydx \u<f- 
-»-C + 3.» j N9 — 



rf(N9) . ^(P?) 



dx 



da:^ 






...] 



d:t^ 



dx 



d{P<f) . ^«(09) 
dx 

djQo) 
dx 



-...] 



...] 



-...] 



C étant une constante arbitraire. 

Puisque la fonction f doit être indépendante de «et, par conséquent, 
de oy, on doit séparément égaler à zéro la partie de cette équation 
aflectéc du signe J, ce qui produit les deux équations suivantes : 



(0 



« - M« <^(N?) ^ ^(Py) <^(Q9) ^ 



-••] 



S=: 



(3) 



dx 



dx 
d}iy 



9 — 



?- 



rf(P<p) rf'CQ?) 



dx 
dx 



dx* 



...] 



-...] 



La première équation sert à déterminer la fonction 9, et la seconde 
détermine les limites dans lesquelles Tintégrale TSj'f ££r doit être 
comprise. 

On peut observer ici que Téquation (2) est Téquation de condition 
qui doit avoir lieu pour que la fonction différentielle 



<fdxlM.ij 



K-hN — r^ 4-P 



dx 



dx^ 



...) 



soit une différence exacte, quel que soit $y, et, dans ce cas, Tinté- 
grale de cette fonction est égale au second membre de Féquation (3); 
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9 est donc le facteur en x seul qui doit multiplier l'équation 

pour la rendre intégrable. Si <p était connu, on pourrait abaisser cette 
équation d'un degré, et réciproquement; si cette équation était abais- 
sée d'un degré, le coefBcient de ly^ dans sa différentielle, divisé par 
M^, donnerait une valeur de 9; cette équation et l'équation (2) sont 
conséquemment liées entre elles, de manière que l'intégrale de l'une 
des deux donne une intégrale de l'autre. 

IX. 

Considérons particulièrement l'équation (3), et faisons d'abord 
S = o; si l'on suppose que Sy, -^i "^Tir» *•• deviennent nuls, au 

moyen d'une même valeur de x^ que nous désignerons par A, et qui 
soit indépendante de 5, il est clair qu'en supposant C = o cette valeur 
satisfera à l'équation (3), et qu'ainsi elle sera une des limites entre 
lesquelles on doit prendre l'intégrale j8y(fdx. La supposition précé- 
dente a lieu visiblement dans les deux cas àe8y = x' et de Sy = e"^^; 
car, dans le premier cas, l'équation x = o, et, dans le second cas, l'é- 
quation or = qo, rendent nulles les quantités ^j", -^i ~d'^^ — Pour 

avoir d'autres limites de l'intégrale fSyffdx, on observera que, ces 
limites devant être indépendantes de s, par le numéro précédent, il 
faut, dans l'équation (3), égaler séparément à zéro les coefficients de 

Sx, -^> "5^' '"' ^® V^^ donne les équations suivantes : 



Ces équations seront au nombre 1 si 1 est l'ordre de l'équation diffé- 
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rentielle (2); on pourra donc éliminer, à leur moyen, toutes les con- 
stantes arbitraires de la valeur de 9, moins une, et l'on aura une 
équation finale en or, dont les racines seront autant de limites de 
Vtntégrzie f Sy (f dx; on cherchera, au moyen de cette équation, un 
nombre de valeurs différentes de j?, égal au degré de l'équation dif- 
férentielle (i). Soient y, q^*\ q^*\ ... ces valeurs, elles donneront 
autant de valeurs différentes de 9, puisque les constantes arbitraires 
de 9, moins une, sont déterminées en fonctions de ces valeurs. On 
pourra ainsi représenter les valeurs de 9, correspondantes aux 
limites q, (^'\ ^% ..., par BX, W^\^'\ B««>XW, ...; B, W\ B<»>, ... 
étant des constantes arbitraires, et Ton aura pour la valeur complète 

de ri 

y,z=: Bfifl dx -h B<«>y*«rX(«> dx 4- B(«>/3yX<«) dlr -+-... , 

l'intégrale du premier terme étant prise depuis a? = A jusqu'à x = q, 
celle du second terme étant prise depuis x = h jusqu'à x = q^*\ celle 
du troisième terme étant prise depuis x = h jusqu'à x = q^*\ . . . , 
et ainsi du reste. On déterminera les constantes arbitraires B, B^*K 
W^\ ... au moyen d'autant de valeurs particulières de^,. 

X. 

Supposons maintenant que dans l'équation (3) S ne soit pas nul; 
si l'on prend l'intégrale y Sy 9 dx depuis x = h jusqu'à x égal à une 
quantité quelconque p^ il est clair que l'on aura C = o et que S sera 
ce que devient la fonction 

,,[n,_^,...],^,p,_........ 

lorsqu'on y change x en p; ainsi, pour le succès de la méthode précé- 
dente, il est nécessaire que S ait la forme de cette fonction. Supposons, 
par exemple, 8y = x*, et 

8 =/>'[/+ /f*>5 4- /<«> s{s - i) -4- /<•) *(5 - 1) (5 - a) 4- . . .]; 



QUI SONT FONCTIONS DE TRÈS GRANDS NOMRRES. ikl 
en comparant cette valeur de S à la précédente, on aura 

l(*^p-~p(f-..., 

» 

X devant être changé en p dans les seconds membres de ces équations 
dont le nombre est égal au degré de l'équation différentielle (2) : on 
pourra donc, à leur moyen, déterminer toutes les constantes arbi- 
traires \ie la valeur de ç; et, si Ton désigne par ^ ce que devient ç 
lorsqu'on a ainsi déterminé ses constantes arbitraires, on aura 

De là, et de ce que l'équation (i) est linéaire, il est facile de con- 
clure que, si S est égal à 

^* [/ _l_ /(i;.ç ^ lit) s{s - i) H- p) 5(5 — i) (5 — 2) -+- . . .] 

-^P\ U\ -+- ^l*'^ -+- A*^^(^ '- -+- ^?' •*(* - I) (5— 2) -f-. . .] 
-^P'AU-^^t'^-^ ^^'S{S '- I) -h ^/' S{S - I) (S- 2) H- . . .] 



en nommant ^,, ^^f • • • ce que devient '^ lorsqu'on y change successi- 
vement/?, /, /^*\ ... dans/7,, /,, l\*\ . ..,/>2, /j, Z^", .. . , on aura 

yg^ifx* ^ dx -{- J X* ^idx -^ Çx' ^^dx -\-. , ,, 

la première intégrale étant prise depuis x = o jusqu'à x^p, la 
seconde intégrale étant prise depuis x = jusqu'à x=p^^ etc. Cette 
valeur de y, ne renferme aucune constante arbitraire; mais, en la joi- 
gnant à celle que nous avons trouvée dans le numéro précédent, pour 
le cas de S = o, on aura pour l'expression complète de^, 

( j,z= B/x^I dx -h B^^^fx'l^^^dx -+- W^^fx'l^^) dx-^,,, 
\ -^ Jx'^dx -hj x'^^dx -hf x'^idx -h, , , . 

Il sera facile, par les méthodes du n** VI, d'avoir en séries conver- 
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génies les difrérenls termes de cette expression lorsque s sera un 
nombre considérable. 

XI. 

Pour déterminer la fonction j, de 5, que Ton parvient ainsi à réduire 
en séries convergentes, reprenons Téquation (1) du n"* VIII et suppo- 
sons qu'elle soit différentielle de Tordre n; si Ton désigne par «,, *u,, 
*ii,, ... les /ï valeurs particulières qui y satisfont, lorsqu'on y fait 
S ~ o, en sorte que son inté^i^rale complète soit alors 

7,- IIi/,^-»Ip£/,-f-*IPi/,-h...-f-''-'H'-'i/,; 
si Ton forme ensuite les quantités suivantes 



Mj r- Us A 






'//;-:|/,A. 



«i-I 



w._ 



*-l 



V/j -.= a, A -"Ali , 



iij = al A -f-l , 
'm» 



ui ---z uj A -^-^i , 



en continuant ainsi jusqu'à ce que Ton parvienne à former u" \ soit 



'** — — ; y 

"x n 



et nommons jrr:^ — » i^ztz — > •• ce que devient u" ' lorsqu'on y 



'of-rt ^x-n 
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change successivement ""*«/, dans "'^u^, "'^Usf ... et réciproquement; 
enfin désignons par L le coefficient de A"j, dans Téquation (r). L'in- 
tégrale complète de cette équation sera, comme je Tai fait voir ailleurs 
(t. Vil des Mémoires des Savants étrangers, p. 56) (*), 

la caractéristique £ étant celle des intégrales finies; on pourra donc 
toujours réduire en séries convergentes toutes les fonctions de cette 
nature, pourvu que S ait la forme que nous lui avons assignée dans le 
numéro précédent. 

XII. 

Considérons généralement le cas où l'on a un nombre quelconque 
d'équations linéaires aux différences finies, entre un pareil nombre 
de variables jj, y'^, y], . . . , et dont les coefficients soient des fonctions 
rationnelles et entières de s. Si l'on suppose 

ys — f^'9 dx, 

y\—ja:*9'dx. 



ces différentes intégrales étant toutes étendues dans les mêmes limites 
indépendantes de s, on aura 

A ygz^ j œ*{x — I ) 9 dx^ 



A y',--fx'{x~\) (^'dx, 

^^ y^zzz J X* (x — lycp'dx, 



(») Œuvres de Laplace, t. Vm, p. 87. 
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On pourra donc mettre les équations dont il s*agit sous les formes sui- 
vantes 

S — jœ*z dx^ 
S' -- fx'z' dx, 
S'—fx'z'dx 



S, S', S'', ... étant fonctions de 5, et s, z\ z\ ... étant des fonctions 
rationnelles et entières de la même variable, et de a?, ç, 9% ç", ..., 
dans lesquelles 9» 9'» f'\ . . . sont sous une forme linéaire. 
Considérons d'abord Téquation 



S = Çx^ z dx; 



on a 



1.2 1.2.3 



Z, AZ, A^Z, ... étant ce que deviennent 5, As, A^5, ... lorsqu'on y 
suppose ^ = o. Partant, on aura 

S .^fx'dx Tz ^-5 AZ -+- — ~ '- A«Z -H. . .1 . 
Or, si Ton fait a^^ 0/, on aura 



ddy 

SX':^ X-j-~y 

ax 






L'équation précédente deviendra ainsi 



S=/./x(zdy^.AZ-^^^---^---^/4-...), 



d'où l'on tire, en intégrant par parties comme dans le n** VIII, les deux 
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équations suivantes : 



^arr^*A«Z ^(or'A'Z) 



/^) y fiforLi.a i.a.3 cf J7 

dx* \ 1 . 2 . 3 * ' / 



...] 



L'équation 



S'=fx'z'dx, 



traitée de la même manière, donnera les deux suivantes : 

(a) o_Z -^-— 4- -7;^^-,- -..., 

S-C-^ar{^AZ'-^i^-^^^^ 

(b') { diy /x^^^lJ \ 

dx \ I . a * ' / 

4- 

Les équations 

^"-fx'z'dx, S^^fx'z'dx, 

produiront des équations semblables que nous désignerons par (a''), 

(6"), (a'^), (è-') 

Les équations (a), (a'), (a"), . . . détermineront les variables ç, ç', 
ç", ... en X, et les équations (b), (b'), (6")» ••• détermineront les 
limites dans lesquelles on doit prendre les intégrales I a^(fdx, 

fx'ff'dx, Pour cela, on supposera d*abord S, S', S'', ... nuls; 

en faisant ensuite C, C, C, ... nuls dans les équations (b), (b'), 
(6"), . . . , et en égalant séparément à zéro les coefficients de Sy, 
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--^> ••• dans ces équations, on aura les suivantes : 

o~ xùZ -i-- 4-. . ., 

I . '2 dx 

O =r • • . • 

I .a 



o ■— X OlL ^ ; -+-..., 

I ,idx 



o -z. 

1 ,'À 



On éliminera au moyen de ces équations toutes les constantes arbi- 
traires, moins une, des valeurs de ç, ç', ç", . . ., et l'on arrivera à une 
équation finale en x dont les racines seront les limites des intégrales 
J af^dxy Jx'^'dx^ ...; on déterminera autant de ces limites qu'il 
sera nécessaire pour que les valeurs de y„ j^, ... soient complètes. 
Supposons maintenant que S ne soit pas nul et qu'il soit égal à 

en faisant C = o dans l'équation (h) et en y mettant x* au lieu de Sj, 
on aura 

-xn X £U, ^ -j ' -H. . . -^SX'l . . 

I i.idx J \ '-^ 



• • f 



d'où l'on tire d'abord x -^ p^ en sorte que les intégrales Caf^dx^ 
j x'^'dx^ . . . doivent être prises depuis ^r ~ o jusqu'à x =p. La com- 
paraison des coefficients de s, s(s — t), ... donnera autant d'équations 
entre les constantes arbitraires des valeurs de ç, o', ç"', . . .; l'égalité à 
zéro de ces mêmes coefficients dans les équations (6'), (b"), . . . don- 
nera de nouvelles équations entre ces arbitraires, que l'on pourra con- 
séquemment déterminer au moyen de toutes ces équations. On aura 
ainsi les valeurs particulières de y, qui satisfont au cas où, S', S", ... 
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étant nuls, S a la forme que nous venons de lui supposer, ou, plus 
généralement, est égal à un nombre quelconque de fonctions de la 
même forme. Pareillement, si Ton suppose que, S, S", . . . étant nuls, 
S' est la somme d'un nombre quelconque 'de fonctions semblables, on 
déterminera les valeurs particulières de j„ y^, j^, ... qui satisfont à 
ce cas, et ainsi du reste. En réunissant ensuite toutes ces valeurs à 
celles que nous avons déterminées dans le cas où S, S', S'\ ... sont 
zéro, on aura les expressions complètes de ces variables correspon- 
dantes au cas où S, S', S*' ont la forme précédente. 

XIII. 

Il est facile d'étendre la méthode du numéro précédent aux équa- 
tions linéaires aux différences infiniment petites, ou en partie finies, 
et en partie infiniment petites et dans lesquelles les coefïicicnts des 
variables principales sont des fonctions rationnelles et entières de 5; 
car, si l'on désigne, comme précédemment, par j„ j^, y], ... ces va- 
riables principales, on fera 

ce qui donne 

-^=2 fx^c^dx \ogXy -^^' zrz Jx'c^dx{\ogxy, 

àys=^ fx'ix ^i)<pdxy à^ygzzz rx*{x — iy(pdXf ..., 



-^ =z Jx^(^'dx\ogXy 



• • • . 



Les équations proposées prendront ainsi les formes suivantes 

S^=: fx'sdx, S'=:^ Jx^z'dx, S'=i fx^z'dxy ..., 

3, z\ z'\ . . . étant des fonctions rationnelles de ^, dans lesquelles ç, 
9', (p", ... sont sous une forme linéaire. En les traitant donc comme 
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dans le numéro précédent, on déterminera les valeurs de 9, 9% 9% . . . 
et les limites des \niégrsilcs J x'^dœ.Jx'^'dx^ .... Ainsi la méthode 
exposée dans ce numéro s'étend à toutes les équations différentielles 
linéaires dont les coefïicients sont rationnels. 

En faisant y, -= f e ''r^dx, y\-- fe'"ff'€Lr, ..., on parviendrait 
à des résultats semblables. Dans plusieurs circonstances, ces formes 
de y,, yi, . . . seront plus commodes que les précédentes. 

XIV. 

La principale difficulté que présente Tapplication de la méthode 
précédente consiste dans l'intégration des équations différentielles 
linéaires qui déterminent 9, 9', 9'', . . . en x. Le degré de ces équations 
ne dépend point de celui des équations proposées en yi%y\^y\% ... : il 
dépend uniquement des puissances les plus élevées de 5 dans leurs 
coefficients. Ainsi, relativement à Téquation* différentielle finie du 
premier ordre, 

0-- Ay, -h B Ay„ 

dans laquelle A et B sont des fonctions rationnelles et entières de x, si 

Ton suppose y, -- / oc^^dx^ et que Ton détermine par le n** VIII la 

«. 

valeur de 9 en a\ on parviendra à une équation différentielle d*un 
ordre égal au plus haut exposant de s dans A et B. 

On pourra, dans ce cas particulier, obvier à cet inconvénient en dé- 
composant Téquation proposée aux différences finies. Pour y parvenir, 
on la mettra sous cette forme 

q{s — a^ \$ — a \ \^s -^ a . . . 

Si Ton suppose ensuite 
on aura 



• • • ♦ 






is is h • • 
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11 sera facile d'avoir s„ 5,', s], . . ., /,, /^', t], ... en séries convergentes, 
et l'on n'aura besoin pour cela que d'intégrer des équations linéaires 
aux différences infiniment petites du premier ordre. Toutes les fois 
que l'on pourra décomposer ainsi une équation proposée en d'autres 
équations linéaires, dans lesquelles la variable s ne passera pas le pre- 
mier degré, on aura toujours en séries convergentes la valeur de son 
intégrale, si 5 est un grand nombre. 

Dans plusieurs cas où l'on est conduit à une équation différen- 
tielle en 9, d'un ordre supérieur au premier, on pourra faire usage 
des intégrales multiples en représentant y, par la double intégrale 
I afx''<f dxdx\ dans laquelle ç est une fonction de x et de x\ ou par 
la triple intégrale Çx^ x'^ x"* ^ dx dx' dx'\ <p étant fonction de j?, x\ x", 
et ainsi de suite. On parviendra souvent à déterminer ç directement 
ou par une équation du premier ordre; nous en verrons des exemples 
dans l'article suivant. 

XV. 

Le cas dans lequel l'équation qui détermine la valeur de 9 est dif- 
férentielle du premier ordre étant le seul qui soit généralement réso- 
luble, nous allons le développer ici en y appliquant directement la 
méthode d'approximation de l'article I. 

Supposons que l'on ait une équation linéaire d'un ordre quelconque 
aux différences finies ou infiniment petites, ou en partie finies et en 
partie infiniment petites, dans les coefficients de laquelle la variable s 
ne passe pas le premier degré ; cette équation aura la forme suivante 

V et T étant des fonctions linéaires de la variable principale j, et de 
ses différences. Si l'on y fait j', = i^y^^dx, ^y étant égal à a?* ou à 
e~'*, elle deviendra 



: / (^dxy 



M . N -^y 



M et N étant des fonctions de or; on aura donc, par la méthode du 

OKuvrei de L, — \. 3a 
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n"* YIIK les deux équations 

O = M® -: 7 

La première donne, en l*intégrant. 



5/"'^ 



H étani ane constante arbitraire. Supposons, dans la seconde équa- 
tion, C = o; si Ton désigne par a la râleur de jt donnée par Féqua- 
tion 

et par Q ce que devient la fonction N^ Sr lorsqu*on y change x en a, 
on fera 

on aura ainsi 



c - vlogQ — log(N(p) - logdj. 



logo^ étant de Tordre 5, si Ton fait - = z, x étant un très petit coeffi- 

cient, la quantité sous le radical prendra cette forme '^^^^ X, 

X étant fonction de x — a ; on aura donc, par le retour des suites, la 
valeur de x en / par une série de cette forme 



1 1 



X = a ^ a» A/ -f- aAt« l« -T- at* A «^ <^ -i- . . 



Maintenant, v^ étant égal à / Sy^dx^ si Ton substitue dans cette inté- 

grale au lieu de Syç sa valeur ^^^^^> elle deviendra Q I -^c^\ et si 

dans -in- on met au Heu de x sa valeur précédente en /, on aura y^ par 
une suite de cette forme 



Les limites de riutégrale relative à 1 doivent se déterminer par cette 
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condition, qu'à ces limites la quantité ii(f8y ou son équivalente Q^~'* 
soit nulle; d'où il suit que ces limites sont / = — oo et / = oo. On aura 
donc, par l'article I, 

Cette expression a l'avantage d'être indépendante de la détermination 
des limites en x qui rendent nulle la fonction NçSy, en sorte qu'elle 
subsisterait toujours dans le cas même où cette fonction égalée à zéro 
n'aurait pas plusieurs racines réelles. Cette remarque est importante 
dans cette analyse et donne les moyens de l'étendre à un grand nombre 
de cas auxquels elle semble d'abord se refuser. 

La valeur précédente de yj ^^ renferme qu'une constante arbi- 
traire H, et par conséquent, si l'équation proposée est différentielle 
de l'ordre n, elle n'en sera qu'une valeur particulière. Pour avoir l'in- 
tégrale complète, il faudra chercher n valeurs différentes de x dans 
l'équation 

Soient a, a\ a'\ . . . ces n valeurs; on changera successivement, dans 
l'expression précédente de j„ a en a\ a", ... et H en H', H", ...; on 
aura ainsi n valeurs particulières de j^„ qui renfermeront chacune une 
constante arbitraire ; leur somme sera l'expression complète de cette 
variable. 

XVI. 

On peut obtenir directement par la méthode précédente la valeur 
dey, dans l'équation différentielle o = V-h^T, au moyen d'intégrales 
définies; pour le faire voir par un exemple très général, considérons 
l'équation différentielle 

o = (« H- bs)y. H- (a' 4- Vs) -^ 4- (a'H- b' s) ^ + (a'-^ b's) ^ + . . . ; 

as as* as* 

si l'on y suppose 
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ov étant égal à e~^', on aura 

d'où l'on tire les deux équations 

n-«r« n<T^^'.^ «-Ho- > , d \^(b-b 'x^b'x*-...S\ 
0:i=:^(/I — a X -\- a, J7' — CL X* -f- . . .) -1- -. » 

Décomposons la fonction h — h'x -^-l/x^ — ... dans ses facteurs, et 
supposons qu'elle soit ég<nlc à 

b{\ — qx)(^\ — q'x) (i — ^'x) . . ., 

la première équation donnera pour 9 une expression de cette forme 
H étant une constante arbitraire; partant 

et Téquation qui déterminera les limites de Tintégralc sera 

Os limites seront conséquemment x= - et x = x, ou 0*= -7 et 
X = «, etc., en sorte que l'expression complète de y, sera 

y,- H yV('-')'i/x (i - 7-F)'- (I - q'xY{\ — /x)»^. . . 
-f- ir /V''-'>'^/j: (i — 7X)'- (i — 7'x)'- (1 — 7' Jr)''. . . 
4- ir /V-<'-'''ûrj:-(i — 7x)''(i -7'x)'-(i — q'xY', . . 



la première intégrale étant prise depuis x= - jusqu'à x = ^\ la 
serondo intégrale étant prise depuis ,r = -; jusqu'à aT = x; la troi- 
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siëme étant prise depuis x= -^ jusqu'à x = oo, et ainsi de suite, 

H, HS H'', ... étant des constantes arbitraires. 

Il peut arriver que les nombres ^ — /, r h- i , r'H- i , . . . soient néga- 
tifs et, dans ce cas, Téquation 

n'est pas satisfaite en y faisant x = ao^ x= -9 x = —y • • •; mais on 

peut observer que les résultats obtenus dans la supposition où ces 
nombres sont positifs ont également lieu lorsque ces mêmes nombres 
sont négatifs. Ainsi, en désignant par S l'intégrale, soit finie, soit ré- 
duite en série, par la méthode de l'article I, de la fonction différen- 
tielle 

intégrée depuis ir= - jusqu'à x = <x> dans le cas où ^ — / et r sont 

positifs, si Ton change, dans S, r dans — r, et que l'on désigne par S' 
ce que devient S, la fonction HS' sera une valeur particulière de y, 
dans le cas où le nombre r, au lieu d'être positif, est négatif et égal à 
— r; car il est visible que l'équation y, = HS, satisfaisant à l'équation 
proposée, r étant positif et quelconque, l'équation y, = HS' doit pa- 
reillement y satisfaire, r étant négatif et quelconque. Ainsi, nous ne 
balancerons point dans la suite à étendre généralement à tous les cas 
possibles les résultats obtenus dans le cas où l'équation qui détermine 
les limites des intégrales est satisfaite. 

Il est facile d'étendre la méthode précédente à l'équation aux diffé- 
rences finies 

o = (a -+- bs)yg -+- (a' 4- b's) Ay, -H (a''-i- b^s) A-j, -h . . . 

OU à l'équation aux différences en partie finies et en partie infiniment 
petites, 

o = {a-hbs)y,-\-{a'-r- b's) A/, 4- («'^ -4- b' s) A*/, — . . . 

-+- (a'-¥- b's)^ -+- (a»^-4- b'''s)à^-h.. . 

as ^ as 
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On pourra toujours obtenir* par la méthode précédente, l'intégrale de 
ces équations en intégrales définies, et sa valeur approchée par des 
séries qui seront très convergentes lorsque s sera un grand nombre. 

XVII. 

La même méthode peut être encore étendue aux équations linéaires 
aux différentielles partielles» soit finies, soit infiniment petites. Pour 
cela, considérons d'abord l'équation linéaire aux différences partielles 
dont les coefficients sont constants; en désignant par^^^- la variable 
principale, f, s' étant les deux variables dont elle est fonction, on 
pourra représenter cette équation par celle-ci o = V, V étant une 
fonction linéaire de j',^- et de ses différences partielles* soit finies, 
soit infiniment petites. Supposons maintenant 

en substituant cette valeur dans l'équation précédente, elle deviendra 

o = j Mx'a''9 €tr, 

M étant une fonction de x et de i/, sans s ni s; en l'égalant donc à zéro, 
on aura la valeur de u en o:, et cette valeur, substituée dans Tintégrale 
f arUi^f^dx, donnera l'expression générale de^,y, ç étant une fonc- 
tion arbitraire de x, et les limites de l'intégrale étant indéterminées. 
Si Téquation proposée o = V est de l'ordre /i, il faudra, au moyen de 
l'équation M = o, déterminer n valeurs de u en x, et la somme des 
n intégrales / x^u^^dx qui en résulteront sera l'expression complète 

<1^ re- 
considérons présentement l'équation aux différences partielles 

dans laquelle V, T, R sont des fonctions quelconques linéaires de j^,/ 
ot de ses différences partielles finies et infiniment petites. Si l'on y 
suppose 
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acf étant une fonction de x qu'il s'agit de déterminer, on aura une 
équation de cette forme 

o = fx»x'»'(^ dx{}IL -h N5 H- P5'), 
M, N9 P étant des fonctions de x et x^, sans s ni s'; or on a 



d(x 
dx 



ix \x x'dx) 



Donc, si Ton détermine x' par cette équation 

dx' _ Vdx 

■P^ ~ Njc ' 

on aura 

x'x"\^s + Py ) = Na' "^^^^'" ^ 

par conséquent, si l'on désigne oc'xf^ par Sj, on aura 



=/,^(Mir^Na:^) 



Cette équation donne les deux suivantes 

= Nj?9 3^; 

la première détermine la fonction (p en â?, et la seconde détermine les 
limites de l'intégrale jSyffdx. Cette valeur de y,y, ne renfermant 
point de fonction arbitraire, n'est qu'une intégrale particulière de 
l'équation proposée aux différences partielles; pour la rendre com- 
plète, on observera que l'intégrale de l'équation ^—r='is — ' qui déter- 
mine x^ en X, est 

x'= uQ, 

Q étant une fonction de x élu étant une constante arbitraire. Kn dési- 
gnant donc par '| une fonction arbitraire de u, on aura 

j,,^ =z JJu*(i*'x*(^^dx du. 
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l^intégrale relative à x étant prise entre les limites déterminées par 
Téquation o = Na:ç ly\ et l'intégrale relative à u étant prise entre des 
limites quelconques. Cette valeur de j',^ sera, à cause de Tarbitraire ^, 
l'intégrale complète de Téquation proposée si cette équation est du 
premier ordre; mais, si elle est d*un ordre supérieur, il faudra, au 
moyen de Téquation o = Nj?(p ly^ déterminer autant de valeurs de x 
en u qu'il y a d'unités dans cet ordre; et la somme des expressions de 
v,y auxquelles on parviendra sera la valeur complète de j^,,/. 

XVIIL 

En considérant avec attention la forme des séries auxquelles la 
méthode précédente conduit pour déterminer y,^ on voit qu'elle peut 
toujours se réduire à la suivante 



Il étant une constante arbitraire et les nombres r^, r^, ... étant positifs 
et formant une suite croissante. Si l'équation proposée en y^ est aux 
différences infiniment petites, alors. i = o, parce que, sans cela, les 
différences de y, introduiraient les quantités logarithmiques logi, 
(log^)', ..., qui, par la supposition, ne se rencontrent point dans les 
eoeflicients de cette équation; on aura donc alors 

et il sera facile, par les méthodes connues, de déterminer les expo- 
sants r, r', r", ... et les constantes /?, y, p\ q\ .... 

Si l'équation proposée en y, est aux différences finies, i peut n'être 
pas nul, et la détermination des quantités r, r', r^, ...; />, y, q\ . . . 
peut alors présenter quelques difficultés que nous allons résoudre. 

Pour cela, nous observerons que 

l0g(5-f- /l)''+'«-^''=:z(w 4-1/1 + /•) l0g5-h logM-h - j 

/ • • \(\ '^ '*■ 'ï* \ 
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ce qui donne 






On peut mettre le second membre de cette équation sous cette forme 



git-¥(n-*-r gin 






a«, 6,, ... étant des fonctions de n\ on aura donc 

d'où il est facile de conclure les valeurs de j,^,, j'^^.j, j'^^.j, ..., en fai- 
sant successivement dans cette expression /i = i, /i = 2, /i = 3, — 
Maintenant, si Ton substitue ces valeurs dans Téquation proposée aux 
différences finies, on déterminera facilement par les méthodes con- 
nues les exposants i, r, r', . . . et les constantes />, y, y'» 

Cette nouvelle méthode a l'avantage d'être indépendante de toute 
intégration et de s'étendre au cas où les coefficients de l'équation pro- 
posée en y^ seraient irrationnels; mais les constantes arbitraires H, 
H\ ... qu'elle introduit ne peuvent alors être déterminées qu'au 
moyen de valeurs données de v,, lorsque s est déjà un grand nombre, 
au lieu que, suivant la méthode exposée dans les numéros précé- 
dents, ces constantes peuvent être déterminées au moyen des pre- 
mières valeurs de y^^ ce qui donne les moyens de connaître ce que 
devient cette fonction lorsque s est très grand ou même infini, en 
supposant qu'elle ait commencé d'une manière déterminée; c'est en 
cela que consiste le principal avantage de cette méthode. 
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Article III. 

Application de la méthode préi^dente à l'approximation 
de diverses fonctions de très grands nombres. 

XIX. 

Proposons-nous d'intégrer par approximation l'équation aux ditTé- 
rences finies 

Si l'on y suppose 

on aura» en désignant or' par ^y^ 



o = jV^jp j (I -- ^) iy -H ^-^ 



d'où l'on tire, par l'article précédent, les deux équations suivantes : 

o = 9(.-^)--^, 

La première équation donne, en l'intégrant, 
et la seconde donne, pour déterminer les limites de l'intégrale fx^f^dx^ 



o = d?'"*"' e"' ; 



ces limites sont, par conséquent, a; = o et a? = oo. Ainsi l'on a 

y g = KCx* e~' dxy 

l'intégrale étant prise depuis x = o jusqu'à a? = oo. 

Pour avoir cette intégrale en série, on fera, suivant la méthode de* 

l'article I, 

X' e-' = $* e-' e-^\ 
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s étant la valeur de x qui répond- au maximum de la fonction a^e-^; si 
Ton suppose ensuite a? = 5 -h 0, on aura 

partant 

ce qui donne, par le retour des suites, 



= 1^23-^-^- H p= 4- 

^ 9V25 



et, conséquemment. 






la fonction fx'dxe"^ deviendra donc 






rintégrale étant prise depuis / = — oo jusqu'à / = ao. En intégrant par 
la méthode de l'article I, on aura 

f X* dx 6-^-= S^ ^ C sflTZ il '\' — h.. . j, 

partant 

On déterminera la constante arbitraire A au moyen d'une valeur 
particulière dey,; en supposant» par exemple, que, s étant égal à [x, 
on ait y,= Y, on aura 

\=kfxV'dxe-', 

ce qui donne 

fxV^ dx tr* 
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et, par conséquent, 



J',= V 






J'xf^djee-' 
si [1 est un nombre considérable, on aura 

fx\^dxe-' = /**e-»\f^(i + -î- -(-. . .y 
ce qui donne 

ainsi, dans ce cas, le rapport de la demi-circonférence au rayon d 
rait, et il ne reste que la seule quantité transcendante e. 

Voyons maintenant de quelle nature est la fonction y,; pour c 
faut intégrer l'équation aux différences finies 

o = {s + ^)y.~y^r, 

or on trouvera facilement que son intégrale est 

On aura donc, en comparant cette expression avec celle de la 
mule (9), 

J'x^ dx e~' 

Si l'on suppose [a = o, on aura 

J'x^dxe-'—i, 
partant 

i.a.3. ..* = * *e"</2Ïi ( n- -; — h. . . ). 

Si l'on fait [a 3= — , m étant moindre que n, on aura 



(?') (K-t-")(H + a)(K + 3)...; 
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%' étant un nombre entier; ainsi 






1 / V . If» I 



or il est facile de s'assurer par le numéro précédent que, si s' est un 
grand nombre, on a 



m t , m \ m 



(\ fit I fit 1 tn * .A \ ' 



On a d'ailleurs, en faisant a? = /*, 



fœ^dx e-*= n y"/»»^*-» dt 6"'"= mj^t""-^ dt e''\ 

rintégralc relative à / étant prise depuis / = o jusqu'à / =s oo; la for* 
mule (y") donnera donc 

m(m-h/i)(m-ha/i)(/?n-3/i)...(/w4-5'n) 

^ \ 12 n* s' J 



r=z n 



Jf^-^ dt 



— #• 



e-r 



en sorte que la valeur approchée du produit de tous les termes de la 
progression arithmétique /w, m-i-/i, m 4-2/1, ..., m-^-s'n dépend 
des trois transcendantes e, u et Jf^"^ dt «"•'". 

XX. 

Les expressions de y,^ données par les formules {q) et (7'), ont 
encore lieu, suivant la remarque du n^ XYI, dans le cas où ^ et [x sont 
négatifs, quoique, dans ce cas, l'équation o = oc^'^^e"'^ qui détermine 
les limites de l'intégrale /ar'ç^, n'ait pas plusieurs racines réelles; 
on peut s'en assurer d'ailleurs en supposant la fonction x'-^^er'^ qui 
doit devenir nulle aux deux extrémités de cette intégrale, égale à 
Q^""^, suivant la méthode du n^ XY, car alors on parviendrait à des 
expressions de y, facilement réductibles aux formules (9) et {q'). 
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et nous avons observé dans le numéro cité que, en suivant cette 
méthode, la considération des racines de l'équation o=^ x''*'*er* 
devient inutile. 

Maintenant, si dans la formule (q) on change s dans — ^ et [x dans 
— fjL, on aura 



J.,= Y 



,-1 cdxe"* 



V étant la valeur de y, qui répond à ^ = — [x; toute la difficulté se 
réduit donc à intégrer la fonction différentielle — — jj — Pour y par- 
venir, il faut suivre une méthode semblable à celle dont on a fait 

usage pour réduire en série l'intégrale / '^ • On fera donc 

— jx étant la valeur de x donnée par la condition o = d— du maximum 
ou du minimum de — ^; on aura ainsi 






L'intégrale relative a x devant s*étendre entre les deux limites qui 
rendent nulle la quantité -y» il est clair que l'intégrale relative à o 
doit s'étendre depuis n = — oc jusqu'à n = oo : en réunissant donc 

les deux quantités 7 7=v5 et 7 7==Tiî qui répondent aux 

mêmes valeurs de n affectées de signes contraires, on aura 



e~'dx d*/^ C ^ \eo%m[{\k'{'mi/'^i)^'\'{\K-^m^\)^]'h)/^%\nm[{^ 






,.1! 



XI* (—!)»*•/ (!ji«^-w«)I* 



l'intégrale relative à xs étant prise depuis cr = o jusqu'à n = ao. Si Ton 
développe les quantités sous le signe T, les imaginaires disparaîtront, 
et il ne restera qu'une fonction réelle que nous désignerons par Qd!2r; 
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on aura ainsi 

partant 

r-*= -^Z^ 

Voyons présentement quelle fonction de s esty_,. Pour cela, repre- 
nons l'équation proposée 

en y changeant 5 dans —5, elle devient 

Soit j^_, = u,; on aura 
équation dont l'intégrale est 

Et ~~~ 

Y étant égal à/.,,,. On aura donc 

(_,).-!» Y 



J'-« = 



fA(f* + 0(F' + 2)...(« — i) 



Si l'on compare cette expression de y^ à la précédente» on aura, en 
observant que (— i )**-*>'= i, 

en divisant les deux membres de cette équation par s et en les ren- 
versant, on aura 

s *eï*~' / I \ • 

(fX-+-l)(^-ha)...5=: -==^(n-_- 4-...) y Qf/c. 

En comparant cette équation à la formule {(f) du numéro précédent. 
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on aura ce résultat assez remarquable 

J Qdw=i — ^- ; 



supposons, par exemple, u. == i, on aura 



cy</qy8incy(3 -H-ig') 
(H-ci«)« 



ces intégrales étant prises depuis n = o jusqu'à tr = oc; partant. 



/ 






On peut observer encore que, / - — ^ étant égal à ^ _ .^^ f Q rfcr» 



/ 



1 1 



c^dx 27rfx(— i) * _ 27r(— i) * 

^^ i'x^dxe"' l'x^^dxe- 



l'intégrale du premier membre de cette équation étant prise entre les 

deux valeurs imaginaires de x qui rendent nulle la quantité —^'^ et 

rintégrale du second membre étant prise entre les deux valeurs réelles 
de X qui rendent nulle la quantité x^e~^^ c'est-à-dire depuis j: = () 
jusqu'à x = 00. 

On pourrait facilement parvenir aux résultats précédents, en consi- 
dérant l'équation aux différences finies 

mais j*ai voulu faire voir, par un exemple fort simple, que les mêmes 

expressions, trouvées dans le cas de s positif, subsistent encore 

lorsque 5 est négatif. 

XXI. 

Considérons l'équation aux différences finies 
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en y supposant 

yg-=L j x*t^dx et x*=Liy^ 

elle deviendra 

/?' = / <^dx\ — mxiy -\- x{i 4- x) -^ 1; 

d'où Ton tire les deux équations 

o^=-mx^ -^ -5 —y 

p'=x*-*'^{i -1-^)9. 

La première donne, en l'intégrant, 

_ A 

^■^ 07(14- x)*""^*' 

ce qdi change la seconde dans celle-ci 

Ax* 



(i-hx) 



m 



=pr 



Supposons d'abord /? = o, on aura a: = o et rc = ao pour les limites 
de l'intégrale fx^(fdx^ s étant supposé moindre que m; ainsi, dans 
ce cas, l'intégrale f(x^^ dx doit s'étendre depuis ic = o jusqu'à a: = 00, 
et l'on aura, avec cette condition, 

^'~V (14-0:)-^»' 

A étant une constante arbitraire. 

Si /> n'est pas nul, les deux limites de x seront a? = o et ^ =/'; on 

aura ensuite 

A = (14- /?)'", 

partant 



x*~^ dx 



l'intégrale étant prise depuis a: = o jusqu'à a? =/>. En réunissant cette 
valeur à celle que nous venons de trouver dans le cas de /> = o, on 

OEuvret de L, — X, 34 
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aura, pour Texpression complète de j^,, 

r. = Aj ^^-^^^ + (. + ;,)- j ^j:^r^^.^ 

rintégrale du premier terme étant prise depuis or = o jusqu'à or = x, 
et celle du second terme étant prise depuis x = o jusqu'à x= p. On 
peut donner encore à l'expression de y, cette forme 

rintégrale du premier lerme étant prise depuis x = o jusqu'à x = oc, 
i»l celle du second terme étant prise depuis x=p jusqu'à a? = x;: 
A' est une constante arbitraire égale à A -h i . 
Maintenant, l'intégrale de l'équation proposée 

est 

1.2.3. ..(5 — 1) r^ y;^ m(m — i)...(m — s-^\)p' 

y*- 



m(m — I ) ( '/i — a ) . . . ( m — 54- 



^ 2â 1.2.3. ..5 J 



Q étant une arbitraire et V étant la caractéristique des intégrales 
tinies, en sorte que j^ —^^ ^ -^— est égal a 

m(/n — i) , m(m — i)(m — 2). ..(m — 54-2) 

cVst-à-dire à la somme des s premiers termes du dé?eloppement du 
binôme (n- />)'". Si Ton compare cette expression de j^, avec celle 
que nous venons de trouver en intégrales définies, on aura 

— I .2.3. , .(5 — 1) fo ^ V ^(^ — 0«'»(^--^-M) J\ 

~ /7i(m —i). ..(/n — s-hi) L -Ad 1.2. 3. ..5 ^J' 

Si Ton fait s = i dans cette équation, on aura A'=Q; ainsi. A' étant 
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arbitraire, cette équation se partage dans les deux suivantes 

1.2.3. ..(s — i) r x'-^dx 

m{m — I). . .(m — 5-hi) "" J (i-+- j?)"*+* ' 

1 .2.3. . .(.ç — i) Y^ m{m "- i). . .(m — -5-j- i) ^ 

m(m — i)...(m — s -^ i) Jmâ i.2.3....ç ' 



= (i-t-/>)'»y- 



d'où l'on tire 



/,-T 



j?'~* e/o: 



Tintégrale du numérateur étant prise depuis a? =/? jusqu'à a; = x), et 
celle du dénominateur étant prise depuis x = o jusqu'à x = co. Il 
sera facile de réduire en séries ces deux intégrales par la méthode de 
l'article I, on aura ainsi la somme des s premiers termes du binôme 
(i -h p)'^9 par une suite d'autant plus convergente que s el m seront 
de plus grands nombres. 

XXII. 

Proposons-nous encore d'intégrer, par approximation, l'équation 
aux différences finies 

O =: (2 -h 45)/, — (5 -f- l)7x-Hl. 

Si l'on y fait 

7* = y ^'9^^, 

et que l'on suppose or* = Sy, on aura 

o = I (^dx\{2 -'X)8y-\r- (4^ — a:«) -r^ L 



d'où l'on tire les deux équations 



o = (2 — a?)y — 



é/[a?9(4 — a;)] 



dœ 



i 
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L;i première équation donne, en Tintégnuit, 

A 



9 = 



V^ 



.t 



> 



, ,x — x' 

h Hocondc devient ainsi 

o = x •v/4 — J^. 



dr 

X 

qiH»n(, ar = G et a? — 4» Soil \/4 — ^ = 21/, on aura 



Lph limitCH de Tintégrale jx'tfdx ou A / '^ seront, par consé- 






1 



cotte dernière intégrale étant prise depuis u = o jusqu'à u = i 
Pour la déterminer par approximation, nous ferons 



-^OL cl I — li* = e-*''. 



i*r qui donne 



ai* 



ri 



Il = ^i — e" 



l\i^u^)' '^du = fdue-^ 



SuppOHOUH 



on pronttut loi« dillérencos logarithmiques des deux membres de cette 
i^quMlitin» on aura 

/ H X i— T-^-'- 

Lt 1,^.3 i.a.3.4 
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La première équation donne» en Tintégnint, 



9 = 



la seconde devient ainsi 

I 



Les limites de l'intégraic j x'tfdx ou A I -r; seront, par consé- 






quent, a: = o et a? = 4. Soit yjt^ — x = 21/, on aura 



1 



cette dernière intégrale étant prise depuis u = o jusqu'à 11 = i . 
Pour la déterminer par approximation, nous ferons 



' zna el I — tt«=e-«^, 



ce qui donne 

Supposons 

y/i _ e-iï^ = Jt(i 4- a7<»U«-+- a«7(«)/*-h a»7^»>^«-h a*7<*U»-f-. . .): 

en prenant les différences logarithmiques des deux membres de cette 
équation, on aura 

oLte"*' i.a 1.2.3 



1.2 I .2.3 1.2.3.4 
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ce qui donne Téqualion générale 

' 1.2^ 1.2.3 ' 

2^ — 9 ,i •) 21 — 12 ., ., 

1.2.0. «4 I.2.0ai4.ti 

q^^^ étant égal a l'unité. Si Ton fait successivement, dans cette équa- 
tion. 1 = 1, 1 = 2, 1 = 3, ..., on formera autant d*équations, au moyen 
desquelles il sera facile de déterminer les coefficients q^*\q^^\q^^\ .... 
Cela posé, on aura 

fciu(i — M*)' *= (x*fdte-'*(i -h 3aq<^U*-hSa*g(^U^-{- ja^q^^H^-^. . .). 

L'intégrale relative à u doit être prise depuis u = o jusqu'à m = i; 
ainsi — at^ étant égal à log(i — m*), l'intégrale relative à / doit être 
prise depuis t = o jusqu'à / = ao; or on a, dans ce cas, 

donc 



I 

s 



fduii-u^) « 

et, par conséquent, 

j, =r A 2» V«^ ( « •+■ — aç<*>-+- ^-~- a'7<*^-l-. . .y 

Maintenant, si s est un nombre entier positif, l'intégrale de l'équation 

proposée 

o = (2 4- fis)y, — (5 -f- i)ys^i 

est 

_ yi (5-M)(54-2)...25 , 
2 l.2»0...o 

mais l'équation 
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<lonnp 

d'oii l'on tire 

en comparant donc les deux valeurs précédentes dey,f on aura 



\/( 



a*' / 1.3 ,,, 1.3.5 , ,,. 1.3.5.7 , ,,, \ 

.ç-J)7r\ ^ a« ^ a» ^ / 



__ (5-n)(.y-i- a)(5-f- 3). . .a^ 

I •<2.0> • » S 



Cette dernière quantité est le terme moyen du binôme (i-hi)*'; la 
formule précédente donnera donc ce terme par une suite très conver- 
gente, lorsque s sera un grand nombre. Il suit de là que le rapport du 
terme moyen du binôme (i + i)'^ à la somme de tous ses termes est 
égal à 

v/(5-{)7r\ a / 

et par conséquent, lorsque s est très considérable, ce rapport est à très 
peu près égal à -==- 

XXIII. 

On peut parvenir plus simplement aux résultats précédents de la 
manière suivante : pour cela, nommons j^, le terme moyen du binôme 
( 1 + i)''; il est visible que ce terme est égal au terme indépendant de 

^"V * dans le développement du binôme (e'^^"* -h e-^^"*)**; or, si 
Ton multiplie ce binôme par e/cx, et que Ton en prenne ensuite Tinté- 
gralo depuis u = o jusqu'à u = 180'', il est clair que cette intégrale 
sera égale à r:}^,; on aura donc, en substituant 2coscr au lieu de 

a** r 
r* = — I dm ces*'©. 



Otto intégrale, prise depuis fs = o jusqu'à ci = iSo'^, est évidemment 
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le double de cette même intégrale, prise depuis cf=o jusqu'à = 90**, 
ce qui donne 

y» = / dxs cos^'cj, 



cette dernière intégrale étant prise depuis tu = o jusqu'à tj = 90°; si 
Ton y suppose sincx = m, on aura 

l'intégrale étant prise depuis a = o jusqu'à w = i , ce qui est conforme 
à ce que nous avons trouvé dans le numéro précédent. 

Cette méthode a l'avantage de s'étendre à la détermination du terme 
moyen du trinôme (i -+- 1 -f- 1^, de celui du quadrinôme(i -f- i-h i -f- 1)^*^, 
et ainsi de suite. Considérons le trinôme (i 4- 1 -f- 1)\ et nommons j^ 
son terme moyen ; y, sera égal au terme indépendant de e^ y ~- 1 dans 
le développement du trinôme 

on aura conséquemment 

l'intégrale étant prise depuis u = o jusqu'à u = ir. La condition du 
maximum de la fonction (20080 -h i)' donne sincr = o, en sorte que 
les deux limites rs = o et tu = tc répondent aux deux maxima de cette 
fonction; on partagera donc l'intégrale précédente en deux autres 

fdwi^cosw'i'iy et (— i)' rûte(acosiij — i)', 

la première de ces deux intégrales étant prise depuis xs = o jusqu'à la 
valeur de a qui rend nulle la quantité 2C0S2cF-f-i, et la seconde 
intégrale étant prise depuis cj = o jusqu'à la valeur de n qui rend 
nulle la quantité 2 cosa — 1 . 
Pour obtenir la première intégrale en série convergente, on fera 

(îico8w-f-i)'=3'e-^ 
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et, on supposant a = -, on aura 

3 — Gj' -H . . . = 3 — 3 a r H .... 

12 a 

(roii l'on tiro, par le retour des suites, 

xs^a^ t\l^ ('— ^ ^-. -j. 
partant 

L'intégrale relative à / devant être prise depuis i = o jusqu'il / = oc, 
on aura 

/ ûfcj(2C0SBJ -*-!)'=: ^^ il fi "^- * ' )♦ 

on trouvera de la même manière 

/ ens{2C0Stn — 1)*= — ^-— ( i â" "^* • • )• 

On aura donc 



1 



3 W 3a \ (-,y/ 5a \ 

•^ 2v/s7: \ '<> / 2v/57r V '<> / 

^ étant un très grand nombre, cette quantité se réduit à très peu près à 

1 

3'"^« 

— P=; le rapport du terme moyen du trinôme (i -h i -h i/ à la somme 

lySTZ 

de tous les termes est donc alors à très peu près égal à ^ ,— • 

2 \Jst: 

On pourra déterminer de la même manière le terme moyen du poly- 
nôme n-i-hn-i-+-..., élevé à une très grande puissance; nous 
nous contenterons de présenter ici le premier terme de sa valeur en 
série, auquel il se réduit lorsque l'exposant de la puissance est infini. 

Si le polynôme est composé d'un nombre de termes pair et égal à 
in, il n'aura de terme moyen qu'autant que la puissance à laquelle il 
est élevé sera paire; soit us cette puissance et y, le terme moyen du 
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polynôme élevé à cette puissance, on aura à très peu près, en suppo- 
sant/2 plus grand que l'unité. 






V/(2/i -h l){n -+-l)257C 



le rapport de ce terme à la somme de tous les termes sera conséquem- 
ment à très peu près égal à 

V/^(2/H-l) (/l-h l)257r 

Si le polynôme est composé d*un nombre de termes impair et égal à 
2/14-1, en nommant s la puissance a laquelle il est élevé, et y, son 
terme moyen, on aura à très peu près 

Js — -/— > 

\Jn(n -hi)257C 

ainsi le rapport de ce terme à la somme de tous les termes du poly- 
nôme est, dans ce cas, k très peu près écal à ^ — • 

^ ^ ^ V//i(/i-hi)357r 

XXIV. 

Proposons-nous maintenant de déterminer par approximation les 
termes fort éloignes du développement d'une fonction quelconque 
de u. En représentant cette fonction développée par la série suivante 

/o-^/i" 4- /!"'-+- /8«'4-. ..-+-/,£/' -t-j^i+,w'-^' -h. . ., 

on cherchera la loi qui existe entre les coefficients j„ j^,_i, j^,-2t • • •> 
et, si cette loi peut être exprimée par une équation linéaire aux diffé- 
rences finies ou infiniment petites, dont les coefficients soient des 
fonctions rationnelles et entières de s, on aura, par l'article II, la 
valeur de j^, en série très convergente lorsque s sera un grand nombre. 
Supposons, par exemple, que la fonction proposée soit 

OFMvrei de L, ^ \, 35 



STi MÉMOIRE SUR LES APPROXIMATIONS DES PORMOLES 
on prenant les HifTérences logarithmiques des deux membres de l'é- 
(|uation 

(a + bu -j-cu'-!- Aii' + .. ■)^=yt + j',a -t-_yt"* + - ■ ■+J'*"'-*- ■• ■• 
<m aura 

l*{h ■*- iru -1- ihu*-!/ -...) _ .yi+ aj'«u + . . . + ty,a—^+... 
a -h 6u ^-c«*-t- Am* + . . . "'/, + /,« +j',u' + ,, . + y,u' + . . . 

Si Ton délivre celte équation de fractions et que l'on égale à léro les 
coeflicienl!) des puissances semblables de u, on aura l'équation gé- 
nérale 

« — asj, + é(j — I — ii)y,-, + c(j — 3 — a(i )_»-,_, -H. . . ; 

si l'on V suppose 

ol que l'on désigne x*'' par ^y, on aura 

d'où l'on lire les deux équations 
La premi^r^ donne, en l'intégranl. 



• = H- 



X jt* x^ 




lem «orte i|ae Tmi aura 7 i-n oIub|pmid|. dans la fonclion proposée. ■ 
«ibu» -> iM » la MuNiplîant par une et>n$Unle arbilninr A, iif ^bî rA 
|C#nêralir«i<^Bl vrai, quelle que $oit cette fondioii. 
La smmmmW équation deviendra 



V 
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d*où il suit que les limites de l'intégrale fcc^^ ç dx sont a? = o, et a? 
égal à Tune quelconque des racines de Téquation 

b c 

o = a H 1 r 



œ a?* 



Le nombre de ces racines étant égal au degré de Téquation différen- 
tielle 

o = as y s -h ^ ( 5 — I — ^ ) /,. 1 -h . . . , 

on aura autant de valeurs particulières dey, qu*il y a d*unités dans ce 
degré, et leur somme sera Texpression complète de cette variable. 

Cette méthode peut servir encore à déterminer les différences infi- 
niment petites très élevées de la fonction (a -h 65 -+- cz^ 4- hz* 4- . . .)**, 
prises relativement à z\ car, si Ton nomme 5 le degré de cette diffé- 
rence, on aura 



dz' du' 



— ) 



pourvu que Ton suppose w = o après les différentiations dans le second 
membre de cette équation. Maintenant, si l'on désigne par j^, le coeffi- 
cient de u* dans le développement de [a -f- 6(5 4- m) -f- c(z -f- a)^ -h . . .]^, 
le second membre de l'équation précédente sera évidemment égal à 
1.2.3. . .sy,; on aura donc 

d'(a-\-bz-\-cz^^hz*^,,.)V- _ 

^^s — I .2.0. . .5/,. 

S étant un très grand nombre, on aura, par le n° XIX, le produit 
1.2. 3... 5 en série très convergente; on a d'ailleurs, par ce qui pré- 
cède, 

ys=^ f ^'''dx^^bi^z^'^-^c(^z^'-^ -.-hi^z^ 

en prenant autant de termes semblables qu'il y a d'unités dans le 
degré de la fonction a 4- 6s 4- es* -h . . . et en les intégrant depuis 
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x = o jusqu'à X successivement égal aux différentes racines de l'é- 
quation 

o=za -h b Iz -i — j-^-clz-^ — J 4- 

On aura facilement ces intégrales en séries convergentes par la mé- 
thode de l'article I. 
Déterminons, par cette méthode, la différence (s -f- 1)»^"»« de l'angle 

dont z est le sinus; si l'on nomme cet ansle, on aura -r = > 

^ dz ^l^ 5Î 

partant 

d'^'9 ^ d^ji-^z^f^ 
dz'-^' "" dz* ' 

en développant cette différence, on a 

rf'-»-*0 1.3.3. ..5 r . 1 S[S — l) , . 1.3^(5 — \)iS — 2)(« — 3) , . 
-zz I 5* H — Z'~^ -\ — — -^ 1 ^*— ♦ 

e/s'-^* '-^- L ^ '-'^ ^-4 1.2.3.4 

(l-5«) « 

1.3.5 sis — \)(s — a) (s — 3) (5 — (\){s — 5) ^^_^ 
2.4«6 I .2.3.4.5.6 



] 



La loi de cette expression est facile à saisir; mais le calcul en serait 
impraticable si s était un grand nombre tel que dix mille. Pour avoir, 
dans ce cas, sa valeur par une suite très convergente, nommons j, le 

coefficient de ir'dans le développement de la fonction [i — (s -h «)']*«; 
on aura 

''TTg — 1.2.0... sy^ \ 

on a d'ailleurs, par le numéro précédent^ 

la première intégrale étant prise depuis a? = o jusqu'à l'une des valeurs 
de X qui rendent nulle la fonction M "~ (^ "+~ ;^) > et la seconde 
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intégrale étant prise depuisn: = o jusqu'à l'autre valeur de x qui rend 
cette même fonction nulle. Ces deux valeurs sont . 



X :=. et X — 



14-5 1 — 5' 



COSCJ 



en supposant donc 0?= " _ ^^ ^ on transformera l'expression précé- ' 
dente de y, dans celle-ci 

R B' 

/'= (,^^1). /*^(- "^ cose)'-h (711^ /^(- ^ cosm)', 

la première intégrale étant prise depuis tu = o jusqu'à la valeur de ct, 
dont le cosinus est — s, et la seconde intégrale étant prise depuis 
cette valeur jusqu'à ex == tc. Pour déterminer les deux arbitraires B et 
B', on observera que 

z B r B' /. 

7,=i 3 = I dw{z-^ cosGj)4- ^ /c^e(5-+-cosn3); 

d'où il est facile de conclure 






partant 



/,= l[rciw{z-{-cosmy-h{—iyJ*ciw{cosxs — zy]y 

la première intégrale étant prise depuis u = o jusqu'à z -+- costj = o, 
et la seconde intégrale étant prise depuis u = o jusqu'à s — costj = o. 
Soient 

- m a et (5 4- cosGj)'= (i -h zye-^*; 



on aura 



js = Jt^J^ÏTT){i- '^\~ 'h * +...'], 
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d'où il est facile de conclure 

jdm{z-^'CO%mY— — ^ ^' — I ^— g 4-... . 

En changeant z dans — z, on aura 



partant 



Jdm{cosW'-zy= — ^ ^ ^ — I i ^— g — ^ -+-... L 

(I — s) 'i/asTt 



14-5) *i/2Sn 



) *^2sn 

En multipliant cette valeur par le produit i.a.3...5, qui, par le n^XIX, 
est égal à 

5 'e-'v^27r(n h...), 

on aura la valeur en série de -j-tti^ ^^ '*^" trouvera que, s étant fort 
grand» cette valeur se réduit à très peu près à ^ • Il est remar- 

quable que l'expression que nous avons donnée ci-dessus de cette 
différence, et qui devient très composée lorsque s est un grand nombre, 
se réduise alors a une valeur approchée aussi simple. 

XXV. 

Voici maintenant une méthode générale pour avoir en séries con- 
vergentes les différences et les intégrales fort élevées, soit finies, soit 
infiniment petites d'une fonction y,. On commencera par réduire 
cette fonction à des termes de l'une ou de l'autre de ces deux formes 
kjx'^dx, k ie'^'^dx; on observera ensuite que la différence infi- 
niment petite /i'*"** de Afx'^dœ est A fcc^ ds^ (f dx(logxY , et que sa 
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différence finie n'*"* est AJx'ff dx(x — i)*. On aura donc 

-^ = Aja?'<pf/ar(loga?)'»-f-. . ., 

le signe 4- étant relatif aux autres termes de la forme kfx'^dx qui 
peuvent entrer dans l'expression de j,. Si Ton fait usage de la forme 
kfe^'^f^dx^ on aura 

-^ =z ( — I ) » A y a:« <p ^ e- " 4- . . . , 

Ùl'^ y, z=z k f(^ dx e-**{e''* — lY -^ 

Pour avoir les intégrales n**"*^, soit 6nies, soit infiniment petites de 
y^^ il suiBra de faire n négatif dans ces expressions; on peut observer 
qu'elles sont généralement vraies quel que soit /z» en le supposant 
même fractionnaire, en sorte qu'elles offrent un moyen très simple 
d'interpoler les différences et les intégrales des fonctions. 

Comme on est principalement conduit dans l'analyse des hasards a 
des expressions qui ne sont que les différences finies très élevées des 
fonctions ou une partie quelconque de ces différences, nous allons y 
appliquer la méthode précédente et déterminer leur valeur en séries 
convergentes. 

XXVI. 

Considérons d'abord la fonction -n\ en la désignant par j^, elle sera 
déterminée par l'équation aux différences infiniment petites 

dy» 
Si l'on suppose dans cette équation 

y s = Ce-*' 9 dx et er*' = dy, 

elle deviendra 

o =J(^dx(^idy -^x-^y 
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rroii Ton tir<* l<»s iIpiix i'»quations 



rf(.rz) 



o :=j:o or. 



i>a prPînii*re donne, «^n rintésrrant. 



^ — A-r*-«, 



et la seronrlp donne, pour les limites de Tintégraie / er^oda:^ 



j: = o o-l .r := 00 ; 



on aura donc ainsi 



.V* 



Pour déterminer la constante arbitraire A, nous observerons que, 5 
étant I, le premier membre de cette équation se réduit à Tunité, ce 
qui donne 

A = - ! , 



partant 



I 



on aura donc 



(\^) 



j jc^-^ dx 

1 



x*"* cijc e~^ 



^^?-'-' ■ ^ 



J •^'-' 



-^du:e-^ 



les intégrales du numérateur et du dénominateur étant prises depuis 
J? = o jusqu'à X ■= X. La considération de cette formule va nous 
fournir quelques remarques intéressantes sur cette analyse. 
Pour la développer en série, supposons 

a étant la valeur de x qui répond au maximum du premier membre 
de cette équation. Si Ton fait x = a 4- 6, on aura, en prenant les loga- 
rithmes de chaque membre et en développant le logarithme du pre- 
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mier dans une suite ordonnée par rapport aux puissances de 6, 

les quantités a, A, h\ h\ ... étant données par les équations sui- 
vantes : 

I - - 1 ne"" 



o r3 .ç , 

a e"— I 



, « — I n e'^ 



2 a' a e " — i 



2 Ve**-- i ) ' 



,,_ I — I /i e-« 7/1/ e-'» Y n/ e'" \' '* / ^"^ V 



On aura donc, par le retour des suites, 

et cette suite sera d'autant plus convergente que Tun des nombres n 
ou i sera plus considérable. En substituant cette valeur de 6 dans la 
fonction fd^e-" et en prenant l'intégrale depuis / = — oc jusqu'à 
r — 30, on aura 

J x^-^dxe-''(e-''~ 1)'» = a'- »«-'«(<•-« — i)*"-- ^ iH ^- H.. . ); 

on a d'ailleurs 

Tar'- ^ dxe-'=: -: j X* dx e-'^ 

et par le n® XIX 

fx^dxer^Tzzi * €-*\fini i H . -+-...). 

En divisant donc l'une par l'autre les deux valeurs de 

fx^-^ dx e-^^ (e"^ - - 1)" et de fx^-^dxe-*, 

OF.uvre» fie L. — X. 36 
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on aura 



. . . ("V- 



s 






l5/l'«-l2M* 



I H 



i6^^ 



iii 



...) 



XXVII. 

Pour avoir la différence finie ai'**'"' de la puissance positive 5^, il 
suffît (n'^XVI) de changer dans cette équation « dans — i, et l'on 
aura 



n(n-i). .. n(n — i)(n— 2) . «,. 



(f^') \ 



ii) 



I .2 



e*a-'(e«— I) 



y a* ( c'^ — I ;* 



1.2.3 



i5r«— i2/r 



I H 



i6/' 



a, /, /', /", . . . étant donnés par les équations suivantes : 



121 / 



O trz S 

a e**— I 






i -h 



l'^ — 



l"= — 



2a 



3 a 



4a 



2 6^ — 1 2 \e'» — I / 



n e' 



6 e«— I 



a4 ^— » 



7/1/ g^ y n / e^ y n/ e^ y 



On arriverait au même résultat en résolvant directement, par la mé- 
thode du n*" XV, l'équation aux différences finies et infiniment petites 



— A^fijK, 



^ ds ) 



OU celle-ci 



Onr 



(,H.„)Af ^«f -.A^;. 



dans laquelle y, ^ A" "'^,. 
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I -♦- 1 



Supposons I -f- I assez grand, relativement à /i 4-5, pour que ^"^' 
soit du même ordre que 1; Téquation 



I 4- I ne^ 

o nz s 



a e^ — I 

donnera à très peu près 



a— I I 

n -^ s 



n-hs ) 



— t 



et si, pour abréger, on fait e"**=y, on trouvera, en ne considérant 
que le premier terme de l'expression de A" 5' et en faisant toutes les 
réductions convenables, cette expression fort simple 

en sorte que, si i est infini relativement à n + ^, ce (^ui donne 9 = 0, 
on aura 

A'»jp'r= {s -h nY; 

il est facile d'ailleurs de s'en assurer a priori en considérant que la 
quantité (s -h ny — n(s -h /i — i)' H- ... se réduit alors à son premier 
terme. 

XXVIII. 

La série ((x') cesse d'être convergente lorsque a est un très petit 

nombre de l'ordre -> car alors il est visible que, les quantités /, /', 

/", ... formant une progression croissante, chaque terme de la série 
est du même ordre que celui qui le précède. Pour déterminer dans 
quel cas a est très petit, reprenons l'équation 

I H- I ne^ 

o = s — 



a e" — I 



a . y 



on peut la transformer dans la suivante 



I -Hi n f a \ 

o = s ( iH h ... 1, 

a a\ à / . 



•284 MEMOIRE SUR LES APPROXIMATIONS DES FORMULES 

d*oii l*on tire à très peu près, dans la supposition de a peu considé- 
rable, 



I -r- I - n 
a - 

n 

5-t- - 



Ainsi a sera très petit toutes les fois que la différence i — /i sera peu 
considérable relativement à ^-f ; dans ce cas, on déterminera M*s^ 

2 

par la méthode suivante. 
Reprenons Téquation 

dans laquelle se change la formule ((x) du n"* XXVI lorsqu'on y fait 
I négatif et égal à — «; on peut mettre le facteur {e'"^ — i)" sous cette 
forme 

r *"ie * -e"*) =:(-,)«e^ *"x«(i4- -~-5 -v-1- m-^--^-.-) 

\ 1.2.3 2* 1.2.3.4.5 2* / 



i.r 
— / — i\»/» * i?" 



x« î » r '^^ «(5/1-2) . n 

L ^4 i5. 16.24 J 

on aura donc 

Si Ton fait is -f- / )^ ~ ^', on aura généralement 

et par le n" XX on a 

t _ ji 

dœ'e^' 2 7r(— I) * 2 7r(~i) * 



m 



'r 



fx'''-'dx'e-='' (/• — i)(r— 2)(;-— 3)... 
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partant, on aura 



^'•s^={i — n-hi) (i — n 'h 2). . ,ils-\- - j 



-H(z-/l)(/-/l-l)(/~/î-3)(£-/ï-3) "^^'^ ^^ 



5. i6.a4(^ H — ) -+-••• 

Cette série est très convergente si i — n est peu considérable relati- 
vement a 5 -4- -; elle peut d'ailleurs être employée dans le cas oii i est 

fractionnaire ; quant au produit (i — n -hi) ( i — n -{- 2) . . . «, il sera 
facile de l'obtenir en série par le n° XIX. 
Dans le cas où i — n, la formule précédente donne 

ce qui est conforme à ce que l'on sait d'ailleurs. 

XXIX. 

Les formules (a') et ((x") des deux numéros précédents supposent 
n égal ou moindre que f ; en effet» si l'on considère l'expression 



Ç dx 

J ^'^~' 






dont le développement a produit ces formules, on voit que les limites 
des intégrales du numérateur et du dénominateur étant déterminées 
en égalant k zéro les quantités sous les signes y , ces limites seront 
toutes imaginaires lorsque 14- i sera plus grand que n; au lieu que, 
dans le cas où 1 4- 1 sera moindre que n, les limites de l'intégrale du 
numérateur seront réelles, tandis que celles de l'intégrale du dénomi- 
nateur seront imaginaires; il faut donc alors ramener ces dernières 
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limites à l'état réel. Pour y parvenir, nous observerons que Ton a 
généralement 



t—X 






si Ton fait dans cette expression i négatif et égal à — r > m étant 

moindre que /i, on aura 



m 

-X 



Or on a, par le n*^ XIX, 

/ x^dx 



(■^5)(»^")--'= 



m 



ix" dxc 

partant 



m m 



/fixe-' ( -lY'^^n I X "dxe-^ fx^dxe-' 
•^*^ m I x^dx e-' 



c'est l'expression de / ^-\--r dont on doit faire usage dans le cas que 



nous examinons ici. 

Si l'on fait x ~ /", on aura 



- ix "dxC^ x^dxe-'— - 1 t"""'-^ dte-^",! f'^'^-^dte"'" 

— n} y"r-m-i cil ^-r Çt"'-'^ dt €-'", 

et l'équation (T) du n^ IV donnera, en y changeant rdans /w -+- 1, 



sm 

n 



on aura donc 



f 



x^-*-^ . mn r . ^ _J 



sm — / x^ dx e' 
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d'où l'on tire, en substituant cette valeur clans l'expression précédente 
de à" s'. 



sm - 



les deux intégrales étant prises depuis œ = o jusqu'à a? = ao. Si i est 
un très grand nombre» on aura la première en série convergente par 
le n** XIX, et la méthode du n** XXVI donnera la seconde dans une 
série pareillement convergente lorsque la différence n — i sera con- 
sidérable; dans le cas où elle sera peu considérable relativement à 

5-1- -> la méthode du n" XXVIII donnera pour l'expression de A" 5' 

une suite convergente analogue à la série ((x"). On peut observer que, 
si i est un nombre entier, on aura m = o; la formule ((x*') donnera 
donc alors A" 5' = o, ce qui s'accorde avec ce que Ton sait d'ailleurs. 

Supposons I -~ — ™ o, on aura, r étant égal à zéro. 



et 



. m - m 

rz=zO, sm — TT — - TT — XTC 

n n 



A" 5' =: A" — 7— == A** log5; 



la formule (jx"') donnera donc 

e~'-^ dx 



L» log5 = — / 



X 



(e-'-i)% 



d'où il est aisé de conclure, par le n"* XXVII, 

à'^\ogs—\og(s-h n) — n logis -h n — i) H — - log(*H-n — a) 



V 



— I 



^e"*— ly 



a étant donné par l'équation 



o =r s — 



a e^ — I 
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XXX. 

On peut étendre la méthode des numéros précédents à la détermi- 
nation de la différence /i'*""'^ d'une puissance quelconque d'une fonc- 
tion rationnelle des; il suffît pour cela de réduire cette fonction à la 
forme fx^cfdx; or, en la désignant par j„ on aura entre y, et sa dif- 
férence rfv, une équation de cette forme 

M étant une fonction rationnelle de s. En appliquant donc à cette équa- 
tion les méthodes de l'article II, on aura 9 par une équation différen- 
tielle, d'un degré égal au plus haut exposant de s dans M; cette der- 
nière équation ne sera généralement intégrable que dans le cas où 
l'exposant de s dans M ne surpasse pas l'unité ; mais on aura dans 
tous les cas la différence finie /i*^'"* de v,, au moyen des multiples in- 
tégrales, de la manière suivante. 

Considérons la fonction , -^ yrr — » à laquelle on peut 

ramener toutes les puissances des fonctions rationnelles de s et leurs 
produits, les exposants 1, T, ... pouvant être supposés négatifs. Si, 
dans l'intégrale jx^'^dxe~^''^P^^^ prise depuis x = o jusqu'à a? = ao, 
on suppose (s -^- p)x = x\ elle deviendra 

is-^pyJ • 

rintégrale relative à x' étant prise pareillement depuis x'=:o jusqu'à 
x'=oo; en comparant ces deux intégrales, on aura 

les intégrales du numérateur et du dénominateur étant prises depuis 
X ^ o jusqu'à X - Qo. 
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Il suit de laque 



{s^pY(s-^p'Y... fxi~'x'i-',..dxdx',,.e'-^'-" 

les intégrales relatives \k x^ x\ , .. étant prises depuis les valeurs 
nulles de ces variables jusqu'à leurs valeurs infinies; on aura donc 



On réduira facilement en séries convergentes le numérateur et le dé- 
nominateur de cette expression par la méthode du n^ VU ; et, si Ton 
change dans ces séries les signes de i\ i\ ..., on aura les valeurs 
approchées de A"(s -4- />)' (s -h /?')'. . ., sur lesquelles on doit faire des 
remarques analogues à celles que nous avons faites dans les numéros 
précédents sur la valeur approchée de A" 5*. 

Si l'on suppose /i, i, i\ ... de très grands nombres, on trouvera 
facilement, par le n^ VU, que Ton a à très peu près 



A« (.V -+-/?)' (s -f-p' )''... 



■•••— i)'* 



_ yq/ \a'J 

VL ^* (e«-^«'-^- — i)*J L a'* " (e*»-*^"'-*- • — i)«J 



• • • 



a, a\ ... étant déterminés par les équations 



I 4- I ne 



a +<!'•+"... 



O r=:. ^ s — p — 



a ^u-t-a-t-... — I 



o =1 j s — P' ; ) 



Œuvres de L, — \. 3 7 
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\X\1. 



La différence finie /i*'"'* de .^-, ,.7 - est égale au produit 

de (—1)" par 



I n 



(s-h pY (s-^-p'Y'.. . (s -h p -h i)' {s -^ p'-^ ly . .. 

n(n — 



-h 



I .2.(5-1-^-1- 2)' (5-Hp'-h 2)' . . . 



on a souvent besoin, dans l'analyse des hasards, de ne considérer que 
la somme d'un nombre quelconque des premiers termes de cette 
fonction; voyons donc comment on peut l'obtenir en série conver- 
gente. 

Nommons S la somme des r premiers termes de la fonction précé- 
dente; il est facile de s'assurer par le numéro précédent que, si l'on 
nomme Q la somme des r premiers termes du binôme (i — <r'-^- )", 
on aura 

/V-»a:'' -*. . .dxdx'. . ,e-'-''" 

On a, parle n^XXI, 



Q=- 



/u^'-^du 






l'intégrale du numérateur étant prise depuis w =- — e»-^-^- •• jusqu'à 
£1 = Qo, et celle du dénominateur étant prise depuis u = o jusqu'à 
K = Qo, en sorte que l'on pourra mettre cette expression de Q sous la 
forme suivante 



Q = (~i) 



r-l 



r w-^ du 

J (i^u)'*-^' 



les intégrales du numérateur et du dénominateur étant prises depuis 
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u = o jusqu'à a = ao; on aura donc 

(i-i/)'--» 






dadxdji^. . .e-p*-/''a:'-...-(j-»-r)(x-»-x'4-.. .)(,«_ e-x-x'-...)n 



/ 



xi-\j^'-\ ,..dudxdx',, ,e-'-^- 



[i—e-'-''-"{i— a )]^» 



(IH-I/)'*-^* 



toutes les intégrales étant prises depuis les valeurs nulles des varia- 
bles jusqu'à leurs valeurs infinies. Il ne s'agit plus maintenant que de 
réduire, par la méthode du n° VII, le numérateur et le dénominateur 
de cette expression en séries convergentes. Les applications que nous 
ferons, dans l'article suivant, de ces recherches, à divers problèmes 
sur les hasards, répandront un nouveau jour sur cette analyse. 
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(8DITB). 



MÉMOIRE 

SUR LBS 

APPROXIMATIONS DES FORMULES 

QUI SONT FONCTIONS DE TRÈS GRANDS NOMBRES 

(suite). 



Mémoires de l'Académie royale des Sciences de Paris, année 1788; 1786. 



Ce Mémoire étant une suite de celui qui a paru sur le même objet 
dans le Volume précédent, je conserverai Tordre des articles et des 
numéros. J*ai donné, dans le premier article, une méthode générale 
pour réduire en séries très convergentes les fonctions différentielles 
qui renferment des facteurs élevés à de grandes puissances. Dans le 
second article, j*ai ramené à ce genre d'intégrales toutes les fonctions 
données par des équations linéaires aux différences ordinaires ou par- 
tielles, finies et infiniment petites; et je suis ainsi parvenu, dans le 
troisième article, à déterminer les valeurs approchées de plusieurs 
formules qui se rencontrent fréquemment dans l'Analyse, mais dont 
l'application devient très pénible lorsque les nombres dont elles sont 
fonctions sont considérables. Il me reste présentement à faire voir 
l'usage de cette analyse dans la théorie des hasards. 

Article IV. 
Application de l'analyse précédente à la théone des hasards. 

XXXII. 

Tous les événements, ceux même qui par leur petitesse et leur 
irrégularité semblent ne pas tenir au système général de la nature, en 
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sont une suite aussi nécessaire que les révolutions du Soleil. Nous les 
attribuons au hasard, parce que nous ignorons les causes qui les pro- 
duisent et les lois qui les enchaînent aux grands phénomènes de Tuni- 
vers; ainsi l'apparition et le mouvement des comètes, que nous savons 
aujourd'hui dépendre de la même loi qui ramène les saisons, étaient 
regardés autrefois comme l'effet du hasard par ceux qui rangeaient 
ces astres parmi les météores. Le mot hcuard n'exprime donc que 
notre ignorance sur les causes des phénomènes que nous voyons 
arriver et se succéder sans aucun ordre apparent. 

La probabilité est relative en partie à cette ignorance, en partie à 
nos connaissances. Nous savons, par exemple, que sur trois, ou un 
plus grand nombre d'événements, un seul doit exister; mais rien ne 
porte à croire que Tun d'eux arrivera plutôt que les autres. Dans cet 
état d'indécision, il est impossible de prononcer avec certitude sur 
leur existence. II nous parait cependant probable qu'un de ces événe- 
ments, pris à volonté, n'existera pas, parqe que nous voyons plusieurs 
cas également possibles qui excluent son existence, tandis qu'un seul 
la favorise. 

La théorie des hasards consiste donc à réduire tous les événements 
qui peuvent avoir lieu relativement à un objet, dans un certain 
nombre de cas également possibles, c'est-à-dire tels que nous soyons 
également indécis sur leur existence, et à déterminer le nombre des 
cas favorables a l'événement dont on cherche la probabilité. Le rap- 
port de ce nombre à celui de tous les cas possibles est la mesure de 
cette probabilité. 

Tous nos jugements sur les choses qui ne sont que vraisemblables 
sont fondés sur un pareil rapport : la différence des données que 
chaque homme a $ur elles et les erreurs que l'on commet en évaluant 
ce rapport donnent naissance à cette foule d'opinions que l'on voit 
régner sur les mêmes objets; les combinaisons en ce genre sont si 
délicates et les illusions si fréquentes, qu'il faut souvent une grande 
attention pour échapper à l'erreur. 

La théorie des hasards offre un grand nombre d'exemples, dans les- 
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quels les résultats de l'Analyse sont entièrement contraires à ceux qui 
se présentent au premier coup d'œil , ce qui prouve combien il est 
utile d'appliquer le calcul aux objets importants de la vie civile; et, 
quand même la possibilité de ces applications obligerait de faire des 
hypothèses qui ne seraient qu'approchées, la précision de l'analyse en 
rendrait toujours les résultats préférables aux raisonnements vagues 
que Ton emploie souvent pour traiter ces objets. 

La notion précédente de la probabilité donne une solution fort 
simple d'une question agitée par quelques philosophes, et qui con- 
siste k savoir si les événements passés influent sur la probabilité des 
événements futurs. Supposons qu'au jeu de croix et pile on ait amené 
croix plus souvent que pile; par cela seul nous serons portés à croire 
que, soit dans la constitution de la pièce, soit dans la manière de la 
projeter, il existe une cause constante qui favorise le premier de ces 
événements; les coups passés ont alors une influence sur la probabi- 
lité des coups futurs; mais, si nous sommes assurés que les deux faces 
de la pièce sont parfaitement semblables, et si d'ailleurs les circon- 
stances de sa projection sont à chaque coup variées, de manière que 
nous soyons ramenés sans cesse à l'état d'une indécision absolue sur ce 
qui doit arriver, le passé ne peut avoir aucune influence sur la proba- 
bilité de l'avenir, et il serait évidemment absurde d'en tenir compte. 

Lorsque la possibilité des événements simples est connue, la pro- 
babilité des événements composés peut souvent se déterminer par la 
seule théorie des combinaisons; mais la méthode la plus générale pour 
y parvenir consiste à observer la loi des variations qu'elle éprouve 
par la multiplication des événements simples, et à la faire dépendre 
d'une équation aux difiërences finies ordinaires ou partielles : l'inté- 
grale de cette équation donnera l'expression analytique de la probabi- 
lité cherchée. Si l'événement est tellement composé que l'usage de 
cette expression devienne impossible, à cause du grand nombre do ses 
termes et de ses facteurs, on aura sa valeur approchée par la méthode 
exposée dans les articles précédents. Nous en verrons un exemple à la 
fin de ce Mémoire. 

ORuvres d« L, -- \. 38 
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Dans un grand nombre de cas, et ce sont les plus intéressants de 
l'analyse des hasards, les possibilités des événements simples sont 
inconnues, et nous sommes réduits à chercher dans les événements 
passés quelques indices qui puissent nous guider dans nos conjec- 
tures sur l'avenir. Mais de quelle manière ces événements nous dévoi- 
lent-ils, en se développant, leur possibilité respective? Suivant quelles 
lois influent-ils sur la probabilité des événements futurs? Ce sont des 
questions difficiles, dont la solution exige des considérations méta- 
physiques très délicates et une analyse épineuse. La difficulté de les 
résoudre se fait principalement sentir lorsqu'il s'agit de constater de 
légères diflerences par les observations, car alors un nombre considé- 
rable d'événements observés peut n'indiquer ces différences qu'avec 
une très petite probabilité; et, si l'on emploie ces événements en très 
grand nombre, on est conduit à des formules dont il est impossible 
de faire usage. Il est donc indispensable alors d'avoir un moyen simple 
d'obtenir la loi suivant laquelle la probabilité d'un résultat indiqué 
par les observations croit avec elles, et le nombre auquel les événe- 
ments observés doivent s'élever pour que, ce résultat acquérant une 
grande vraisemblance, on soit fondé à rechercher les causes qui le 
produisent. J'ai donné ailleurs les principes et la méthode nécessaires 
pour cet objet, et cette méthode a l'avantage d'être d*autant plus pré- 
cise que les événements observés sont en plus grand nombre : l'ana- 
lyse exposée dans les articles précédents m'ayant conduit à la généra- 
liser et à la simplifier, je vais la présenter ici dans un nouveau jour, 
en donnant des formules très commodes pour déterminer, d'après 
l'observation de résultats composés d'un grand nombre d'événements 
simples, les possibilités de ces événements, les différences que le 
temps, le climat, ou d'autres causes peuvent y produire, et la proba- 
bilité des événements futurs. 

Pour éclaircir cette méthode par un exemple, je l'appliquerai à 
quelques problèmes sur les naissances : c'est un objet important dans 
l'histoire naturelle de l'homme, et l'observation offre à cet égard des 
variétés remarquables relativement à la différence des sexes et des 
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climats; mais elles sont si petites en elles-mêmes qu'elles ne peuvent 
devenir sensibles que par un grand nombre de naissances. En compa- 
rant celles qui ont été observées dans les grandes villes, je trouve que 
du nord au midi de l'Europe elles indiquent une plus grande possibi- 
lité dans les naissances des garçons que dans celles des filles, avec 
une probabilité si fort approchante de la certitude qu'il n'existe dans 
la philosophie naturelle aucun résultat mieux établi par les observa- 
tions. Cette supériorité dans la possibilité des naissances des garçons 
est donc une loi générale de la nature, du moins dans la partie du 
globe que nous habitons; et, si l'on considère qu'elle subsiste malgré 
la grande variété des climats et des productions, qui a lieu de Naples 
à Pétersbourg, il paraîtra vraisemblable que cette loi s'étend à la Terre 
entière. 

Un résultat également intéressant et que les observations indiquent 
avec beaucoup de vraisemblance est que la possibilité des naissances 
des garçons, relativement à celle des naissances des filles, n'est pas 
partout la même. C'est ici surtout qu'il importe d'avoir une méthode 
facile pour comparer un très grand nombre de naissances et pour déter- 
miner la probabilité qui en résulte que les différences observées no 
sont pas dues au hasard : ces différences sont si peu considérables qu'il 
faut souvent plusieurs millions de naissances pour constater qu'elles 
sont le résultat de causes toujours agissantes et qu'on doit les distin- 
guer de ces petites variétés que le hasard seul amène dans la succes- 
sion des événements également possibles. Je donne, pour obtenir cette 
probabilité, des formules très simples, au moyen desquelles on pourra 
sur-le-champ juger de sa grandeur : ces formules, appliquées aux nais- 
sances observées à Londres et à Paris, donnent une probabilité de plus 
de quatre cent mille contre un que la possibilité des naissances des 
garçons comparée à celle des naissances des filles est plus grande dans 
la première de ces deux villes que dans la seconde; d'où il suit qu'il 
existe très probablement à Londres une cause de plus qu'à Paris qui 
rend les naissances des garçons supérieures à celles des filles. Les 
naissances observées dans le royaume de Naples semblent indiquer 



300 MÉMOIRE SLR LES APPROXIMATIONS DES FORMULES 

pareillement dans ce royaume une plus grande possibilité qu*à Paris 
dans les naissances des garçons; mais, quoique la somme des nais- 
sances observées dans ces deux endroits s*élève à plus de deux mil- 
lions* ce résultat est à peine indiqué avec une probabilité de cent 
contre un. Ainsi, pour prononcer irrévocablement sur cet objet, il faut 
attendre un plus grand nombre do naissances. 



XXXIII. 

Quelle que soit la manière dont deux événements sont liés Tun à 
Tautre, il est clair que la probabilité de leur somme est égale à la pro- 
babilité du premier, multipliée par la probabilité que, celui-ci ayant 
lieu, le second doit pareillement exister; on aura donc cette dernière 
probabilité en déterminant a />rior/ la probabilité de la somme de deux 
événements et en la divisant par la probabilité du premier événement 
déterminée a priori. 

Pour exprimer analytiquement ce résultat, nommons E et ^ les 
deux événements; E-i-c leur somme; V la probabilité de E; v celle 
de E-4-^; et p la probabilité de e, en supposant que E existe. Nous 
aurons, cela posé. 

Cette équation fort simple est la base des recherches suivantes, et 
toute la théorie de la probabilité des causes et des événements futurs, 
prise des événements passés, en découle avec une grande facilité. 
Voyons d'abord comment elle donne les probabilités respectives des 
différentes causes auxquelles on peut attribuer un événement observé. 

XXXIV. 

Soit E cet événement et supposons qu*il puisse être attribué aux 
n causes e, é^\ é^\ ..., é*^^^; si Ton nomme /^^'"^ la probabilité de la 
cause é^^ prise de l'événement E, V la probabilité de E et «> celle de 
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E 4- é^^ on aura, par le numéro précédent. 






II faut maintenant déterminer v et V; pour cela nous observerons 
que la probabilité a priori de l'existence de la cause é''^ est -; en nom- 
mant donc a, a^*\ a^*^ ..., a^""*^ les probabilités respectives que, les 
causes e, e^^\ é^\ . . . étant supposées exister, l'événement E aura lieu, 

f r) 

— sera la probabilité de E -f- é^^ déterminée a priori : c'est la quantité 

que nous avons nommée v. 

La somme de toutes ces probabilités relatives à chacune de n causes 
sera évidemment la probabilité de E, puisque cet événement ne peut 
arriver que par une de ces causes; on aura donc 

n 

partant 

^ ~ a -f- «*»>-+- a<*^ -h. . .-+- a<»-»> 

c'est-à-dire que l'on aura la probabilité d'une cause, prise de l'événe- 
ment, en divisant la probabilité de l'événement, prise de cette cause, 
par la somme de toutes les probabilités semblables. 

Supposons, par exemple, qu'une urne renferme trois boules qui 
ne puissent être que blanches ou noires; qu'après en avoir tiré une 
boule on la remette dans l'urne pour procéder à un nouveau tirage et 
qu'après m tirages on n'ait amené que des boules blanches : il est 
visible que l'on ne peut faire a priori que quatre hypothèses, car 
les boules seront toutes blanches ou toutes noires, ou deux seront 
blanches et une noire, ou deux seront noires et une blanche. Si l'on 
considère ces hypothèses comme autant de causes différentes e, é^\ 
é^\ é^^ de l'événement observé, les probabilités respectives de cet évé- 

5 j j (gj > o; ce sont les 
quantités que nous avons nommées a, a^*^ a^'\ é^K Les probabilités 
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respectives de ces hypothèses» prises de révénement, seront donc, par 
la formule précédente. 



[ut *%fH I 

9 O. 



S*" -h a"* H- I ' S*"-»- a'^-h I 3"» 



-h a*» -H I 



On voit, au reste, qu'il est inutile d'avoir égard aux hypothèses qui 
excluent Tévénement, parce que, la probabilité de Févénement résul- 
tante de ces hypothèses étant nulle, leur omission ne change point la 
valeur de /^^''^ 

XXXV. 

La possibilité de la plupart des événements simples est inconnue et, 
considérée a priori, elle nous parait également susceptible de toutes 
les valeurs depuis zéro jusqu'à Tunité; mais, si Ton a observé un 
résultat composé de plusieurs de ces événements, la manière dont 
ils y entrent rend quelques-unes de ces valeurs plus probables que 
les autres. Ainsi, à mesure que le résultat observé se compose par le 
développement des événements simples, leur vraie possibilité se fait de 
plus en plus connaître, et il devient de plus en plus probable qu'elle 
tombe dans des limites qui se resserrent sans cesse et finissent par 
coïncider lorsque le nombre des événements simples est infini. Pour 
déterminer les lois suivant lesquelles cette possibilité se découvre, 
nous la nommerons x. La théorie connue des hasards donnera la pro- 
babilité du résultat observé en fonction de x; soit y cette fonction. Si 
Ton regarde les différentes valeurs de x comme autant de causes du 
résultat observé, la probabilité de x sera, par le n* XXXIV, égale à 
une fraction dont le numérateur est y et dont le dénominateur est la 
somme de toutes les valeurs dey. En multipliant donc les deux termes 

de cette fraction par dx^ cette probabilité sera -yr- — » l'intégrale du 

Jyda: 

dénominateur étant prise depuis x ^o jusqu'à x = i. 

La probabilité que x est compris entre les deux limites a? = G et 

J y dx 

x=^' est, par conséquent, égale à --; > Tintégrale du numérateur 

J ydx 
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étant prise depuis a? = 6 jusqu'à a?= 6' et celle du dénominateur étant 
prise depuis x = o jusqu'à x = i. 

La valeur de x la plus probable est celle qui rend y un maximum; 
nous la désignerons par a : les valeurs les moins probables sont celles 
qui rendent j nul. Dans presque tous les cas, cela arrive aux deux 
limites x = o et a?= i. Ainsi nous supposerons y nul à ces limites, 
et alors chaque valeur de j aura une valeur correspondante qui lui 
sera égale de l'autre côté du maximum. 

Si les valeurs de x, considérées indépendamment du résultat 
observé, ne sont pas toutes également possibles, mais que leur pro- 
babilité soit exprimée par une fonction z de x, il suffira de changer, 
dans les formules précédentes, y dans j5, ce qui revient à supposer 
toutes les valeurs de x également possibles et à considérer le résultat 
observé comme étant formé de deux résultats indépendants, dont les 
probabilités sont j et z. On peut donc ramener de cette manière tous 
les cas à celui ou Ton suppose une égale possibilité aux différentes 
valeurs de a? et, par cette raison, nous adopterons cette hypothèse 
dans les recherches suivantes. 

XXXVI. 

Considérons un résultat composé d'un très grand nombre d'événe- 
ments simples et supposons que, d'après l'observation de ce résultat, 
on veuille avoir la probabilité que la possibilité x de ces événements 

ne surpasse pas une quantité quelconque moindre que a; cette pro- 

fydx 

habilité est, par le numéro précédent, égale à la fraction '^. > l'in- 

J ydx 

tégrale du numérateur étant prise depuis x = o jusqu'à a? = G et celle 

du dénominateur étant prise depuis a? = o jusqu'à a? = i. On aura ces 

intégrales en séries très convergentes par les formules du n" VI. Si 

l'on fait d'abord — ^-t^ = v, et que l'on désigne par U et J ce que 

ay 

deviennent v ^t y lorsqu'on y change x en G, la formule (a) de ce 
numéro donnera, pour l'expression en série 'de l'intégrale /y ^te prise 
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depuis x = o jusqu'à a? = 6, 

r . wT.r ^U d{VdV) "I 

/^^x^-UJ[.-h^-t--i^gi-4....J. 

Si Ton nomme ensuite Y le maximum de y ou ce que devient cette 
fonction lorsqu'on y change x en a, que Ton fasse 



X — a 

= II, 



v/IogY — logy 



ces logarithmes étant hyperboliques, et que Ton désigne par u, -r-j 
--r-ji •••ce que deviennent w, ^> -^-j-j ••• lorsqu'on y change x 

en a, la formule (r/) du même numéro donnera pour l'expression en 
série de l'intégrale fydx, prise depuis x = o jusqu'à a: = i, 

t: étant le rapport de la demi-circonférence au rayon. La probabilité 
que X est égal ou moindre que 6 sera donc 

[- dV d(VdV) -1 



Le numérateur de cette série forme une suite divergente si 6 est 
très voisin de a; dans ce cas, on aura l'intégrale /y rfj? depuis x = o 
jusqu'à a? = par la formule (c) du n** VI, et l'on trouvera pour l'ex- 
pression en série de cette intégrale 



Ye-T' /d\}^ ^ e/»u» 



djc 1 . 2 dx* 



• • • l> 



'intégrale relative à / étant prise depuis / = T jusqu'à / -- ao, T étant 

donné par l'équation 

T* = logY~logJ, 
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dans laquelle les logarithmiques sont hyperboliques, et e étant le 
nombre dont le logarithmique hyperbolique est l'unité. La probabi- 
lité que X est égal ou moindre que sera donc alors donnée par cette 
formule 



(*') 






On pourra, dans tous les cas, déterminer au moyen des formules (a') 
et (b') la probabilité que x est égal ou moindre que 0, étant plus 
petit que a. 

Si 6 surpasse a, on fera i— 6 = 6', i — x = x'eU en nommant y 
ce que devient y^ on cherchera la probabilité que x' est égal ou 

moindre que 6' par la formule ^. > dans laquelle l'intégrale du 

Jy'dx' 

numérateur est prise depuis x'= o jusqu'à a/= 6', celle du dénomina- 
teur étant prise depuis x'= o jusqu'à x'= i. Les formules (a') et (A') 
donneront cette probabilité, en changeant y, w, (^, 6 en y, u\ v\ 6'; 
en la retranchant ensuite de l'unité, on aura la probabilité que x est 
égal ou moindre que 6. 

L'intégrale fdte'^* se rencontre fréquemment dans cette analyse, 
et, par cette raison, il serait très utile de former une Table de ses va- 
leurs, depuis / = 00 jusqu'à / = o. Lorsque cette intégrale est prise 
depuis / = T jusqu'à / = oo, T étant égal ou plus grand que 3, on 
pourra faire usage de la formule 

/ fx Cj. tt fr^^ [ I 1.3 1.3.5 \ 

qui donnera une valeur alternativement plus grande et plus petite que 
la véritable. 

XXXVIL 

Déterminons maintenant la probabilité que la valeur de x est com- 
prise entre les deux limites a — 6 et a + 6', qui embrassent la valeur 

Œuvreê de L,--^ X, Sq 
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de a correspondante au maximum de y. Cette probabilité est égale à 

—^ j Tintégrale du numérateur étant prise depuis x = a — 6 jus- 

jydx 

qu'à a? = a -h 6', et celle du dénominateur étant prise depuis a? = o 
jusqu'à a: = I, 

Supposons 6 et 0' très petits et tels que les deux valeurs de y^ cor- 
respondantes àa? = a — etàa: = aH-ô\ soient égales à une même 
quantité que nous désignerons par J; la formule (c) du n^ VI donnera, 
à très peu près» 

l'intégrale relative àar étant prise depuisa? = a — 6 jusqu'àa: = a-h6', 
et l'intégrale relative à t étant prise depuis / = — v'IogY — logJ jus- 
qu'à / = VlogY — logJ; la probabilité cherchée sera donc égale à 

y étant supposé avoir pour facteurs des puissances très élevées, les 
exposants de ces puissances deviennent coefficients dans son loga- 
rithme, en sorte que, si Ton désigne par a une très petite fraction, 

logy sera de l'ordre -> et \/logY — logJ sera de l'ordre -j> à moins 

que J ne soit très peu différent de Y. 

Supposons qu'il en diffère assez peu pour que y^logY — logJ soit 

égal à -r > X étant positif et moindre que l'unité ; si l'on réduit logJ 
dans une suite ordonnée par rapport aux puissances de 0, la fonction 



ViogY — logJ deviendra de cette forme -^; ainsi, pour qu'elle soit de 

a} 

l'ordre \i il faut que 6 soit fort petit de l'ordre a * ; on prouvera la 
même chose relativement à 6'. L'intervalle 6 h- 6' compris entre les 

i-X 

deux limites a — ô et a -h 6' sera donc de l'ordre a * ; il sera par con- 
séquent d'autant moindre que les événements se multiplieront davan- 
tage, en sorte qu'il deviendra nul si leur nombre est infini, et» dans ce 
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cas, les deux limites se confondront avec la valeur de a qui répond au 
maximum de y. 

Pour avoir la probabilité que la valeur de x est comprise dans ces 

limites, il faut déterminer l'intégrale T^^c^'* depuis / = — \ jusqu'à 



a» 



/= -^« Cette intégrale est évidemment le double de l'intégrale /li/e"'', 

a} 
prise depuis / = o jusqu'à / = oo, moins le double de cette même in- 
tégrale prise depuis t = ^ jusqu'à / = oo; or on a, par le n® IV, 



a« 



rintégrale étant prise depuis / = o jusqu'à / = oo; on a d'ailleurs, par 
la formule {c') du numéro précédent, 



X -J. 



/^..-.•=i«V-^(.-^Vif-...); 

l'intégrale fdte'^\ prise depuis / = — \ jusqu'à ^ = ^> sera donc 



a* a« 






• • » • 



En la divisant par y^ic, on aura la probabilité que x est compris entre 
les limites a — et a + 0'; l'expression de cette probabilité sera, par 
conséquent, 

VÎT 

Lorsque - est un grand nombre, cette formule converge rapidement 

vers l'unité, principalement à cause du facteur e «^, qui devient très 
petit lorsque a est une très petite fraction; de là résulte ce théo- 
rème : 

La probabilité que la possibilité des événements simples est comprise 
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entre des limites qui se resserrent de plus en plus approche sans cesse de 
l'unité, de meulière que, dans la supposition d'un nombre infini d'événe- 
ments simples, ces deux limites venant à se réunir, et la probabilité se 
confondant avec la certitude, la véritable possibilité des événements sim- 
ples est exactement égale à celle qui rend le résultat observé le plus pro- 
bable. 

On Yoit ainsi comment les éyénements, en se multipliant» nous dé- 
couvrent leur possibilité respective ; mais on doit observer qu'il y a 
dans cette analyse deux approximations, dont Tune est relative aux 
limites qui comprennent la valeur de x et qui se resserrent de plus en 
plus, et dont Tautre est relative à la probabilité que x se trouve entre 
ces limites, probabilité qui approche sans cesse de l'unité ou de la cer- 
titude. C'est en cela que ces approximations diffèrent des approxima- 
tions ordinaires, dans lesquelles on est toujours assuré que le résultat 
est compris dans les limites qu'on lui assigne. 

Il importe principalement, dans ces Recherches, de pouvoir juger 
sur-le-champ si un résultat est indiqué par les observations avec une 
grande vraisemblance, car il suffit souvent d'être assuré qu'il est très 
probable, sans qu'il soit besoin de connaître avec beaucoup de préci- 
sion la valeur de sa probabilité; en supposant donc qu'il s'agisse de 
déterminer s'il est très probable que la possibilité d'un événement 
simple est comprise dans des limites données, on pourra facilement 
y parvenir par la formule suivante. 

On a, par ce qui précède, 

logY — logJ— 4r. 

a* 

D'ailleurs, si Ton suppose 6 très petit, on a 

logJ = logY + e-^ + — -^ 

mais la condition du maximum donne 

rfiogY _ ^logY __ d^\ , 

dx "^^ dx^ '^Ydx^'' 
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on aura donc 

ainsi la probabilité que la possibilité x de révénemcnt simple est com- 
prise entre les limites a — et a -h 6 sera, par la formule (</'), 



I "■ "'• 






^*/— ^ 



d'où Ton voit que cette probabilité sera fort grande si — 6* y , ^ est 

un nombre un peu considérable» tel que ii ou 12, ce qui donne un 
moyen très simple de juger de la grandeur de cette probabilité. 

XXXVIII. 

La possibilité des événemçpts simples peut n*être pas la même à 
différentes époques ou dans des pays différents : le climat, les produc- 
tions et mille autres causes physiques ou morales peuvent y produire 
des différences qu'un grand nombre d'observations rend sensibles ; 
mais, comme les seules combinaisons du hasard suffisent pour intro- 
duire de légères différences dans le résultat des observations, on voit 
qu'il en faut un très grand nombre pour être assuré que les différences 
observées, lorsqu'elles sont très petites, sont dues a des causes tou- 
jours agissantes. Ce problème, un des plus importants de la théorie 
des hasards, exige une analyse délicate; en voici une solution fort 
simple. 

Supposons que l'on ait observé, dans deux lieux différents, deux 
résultats composés d'un très grand nombre d'événements simples du 
même genre. Soient 

X la possibilité de l'événement simple dans le premier lieu; 

y la fonction de x qui exprime la probabilité du résultat observé dans 

ce lieu; 
a la valeur de x qui répond au maximum de y. 
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Soient pareillement 

ocf la possibilité de révénement simple dans le second lieu; 

y la fonction de a?' qui exprime la probabilité du résultat observé dans 

ce lieu ; 
à la valeur de ccf qui répond au maximum de y; 

a et a' sont les possibilités des événements simples qui rendent les 
résultats observés les plus probables, et ces quantités seraient» par le 
numéro précédent, les vraies possibilités des événements simples, si 
les résultats observés étaient composés d'un nombre infini de ces évé- 
nements. Supposons a' très peu différent de a, et qu'il soit un peu 
plus grand; enfin nommons P la probabilité que la possibilité de 
l'événement simple est plus grande dans le premier lieu que dans le 
second. Gela posé, on aura, par des considérations analogues à celle du 
n^ XXXV, 

ffyydxdx' 



P=: 



f fyydx dx' 



les intégrales du numérateur étant prises depuis â/=o jusqu'à x'=x^ 
et depuis a? = o jusqu'à x=^i\ celles du dénominateur étant prises 
depuis a?' = G jusqu'à a?'= i, et depuis a? = o jusqu'à a? = i. 

Pour avoir ces intégrales, nous supposerons x'= ux^ et nous nom- 
merons z ce que devient alors xyy\ nous aurons 

yy j» dx du 

P= '—prp, » 

/ / zdxdu 

les intégrales du numérateur étant prises depuis ii = o jusqu'à a = i, 
et depuis x=^o jusqu'à a? = i; celles du dénominateur étant prises 

depuis 1/ = o jusqu'à m = -> et depuis ar = o jusqu'à a? = i. Détermi- 

nons d'abord les intégrales du numérateur. 

Pour cela, nous observerons que, y étant nul aux deux limites a: = o 
et j? = I, 2 est pareillement nul à ces deux limites; soit donc Z ce que 
devient cette fonction lorsqu'on y substitue pour x sa valeur en w. 
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dz 

donnée par Téquation o = ^; on aura à très peu près, par le n° VI, 



Jz dx-=. 



partant 

L'intégrale relative à u doit être prise depuis u = o jusqu*à w = i; 
mais, au maximum de la fonction différentielle yyd!r£^, on a 

x-=.a et a:'= a' 

et, par conséquent, 

a' 
«/= — • 
a 

La valeur de u, correspondante à ce maximum, excède donc très peu 
l'unité; ainsi l'on doit, dans ce cas, faire usage de la formule (c) du 
n^ VI. Soit 

du 



du'=: 



\r- 



Z<te» 



et nommons Z' ce que devient Z au point où Ton a 



_dZ 
^~ du'' 



nommons ensuite S ce que devient Z lorsqu'on y fait u = i; la formule 
citée donnera, à fort peu près. 



Jz du'= -^ 



e-" 



V a ^'àu'* 

l'intégrale relative à / étant prise depuis < = T jusqu'à / = oo, T étant 

donné par l'équation 

T»= logZ'- logS. 
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L'équation o = ^, peut être mise sous cette forme 





ffL du 

°-dudu'' 


d'où l'on tire 






ifL 
''-du 


pt 






à*Z' d*Z' 




à*Z' â*!' du* du* dx* , 
du'* du* du'* Z' ' 


on aura donc 






(•Tri./- ^' fdt^" 
•^ /i d*Z' d*Z' *' 



Le numérateur de l'expression de P sera, par conséquent, à très peu 
près égal à 

-M^^fdU-"; 



V 



d*Z' d*T 



Z' dx* X du* 

déterminons maintenant son dénominateur. 
y étant nul aux deux limites 3/ = o et 3/ = i, il est clair que z est 

nul aux deux limites u = o et a = -; il est pareillement nul aux deux 

limites a? = o et a? = i. En nommant donc U ce que devient z lors- 
qu'on y substitue pour u et pour x leurs valeurs données par les équa- 
tions 

dz ds 

du dx 

on aura» par le n° Vil» 

QTrU 



ifs du dx =: 



./ d*\i d*\r ' 

y M du* M dx* 



c'est la valeur très approchée du dénominateur de P. U est aisé de voir 
que Z'=U» puisque Tune et l'autre de ces quantités est ce que 
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devient z lorsqu'on y substitue pour u et x leurs valeurs tirées des 
équations 

ds dz ^ 

au âx* 

la valeur de P sera, par conséquent, donnée par cette formule très 

simple 

Cdt e-'* 
P = l— -. 

Les deux limites entre lesquelles l'intégrale relative à t doit s'étendre 
sont / = T et / = 00, T^ étant égal à logZ' — logS. Le maximum de z 
ou de ccyy est Z ; le maximum de y répond à a? == a ; celui de xy répond 
à une valeur de x qui n'en diffère que d'une quantité de l'ordre a, 
et comme, au point du maximum, les grandeurs ne varient que d'une 
manière insensible, on peutsupposera? = aau maximum de o^. Soit Y 
ce que devient^ dans ce cas, le maximum de xy sera aY. Le maximum 
dey répond à a/= a'; soit Y' ce que devient alors y, on aura donc 
Z' = a YY'. S est le maximum de xyy lorsque a = i , ou, ce qui revient, 
au même, lorsqu'on fait x' = x dans y ; soit a" la valeur de x qui dans 
ce cas rend yy un maximum, et nommons Y" ce maxiinum, on aura 
S = a^Y" : partant 

T«=logY-hlogY'-logY'-hlog^. 

La valeur de a" est moyenne entre a et a', et puisque ces deux der- 
nières quantités sont supposées très peu différer entre elles, on aura 

à très peu près -;^ = i, et par conséquent on pourra négliger le terme 

Si T* est un nombre un peu grand, tel que ii ou 12, P sera une 

très petite fraction moindre que 7 ; il sera donc très peu probable 

que la possibilité de l'événement simple est plus grande dans le pre- 
mier lieu que dans le second, ou, ce qui revient au même, il sera très 
probable que, dans le second lieu où a' surpasse a, la possibilité des 

OEuvret de L, — X, 4o 
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événements simples est plus grande que dans le premier. Les observa- 
tions indiqueront alors, avec beaucoup de vraisemblance» quMl existe 
dans le second lieu une cause de plus que dans le premier» qui y faci- 
lite la production de Tévénement simple. L'analyse suivante donnera 
la loi suivant laquelle cette probabilité croit par le développement 
des événements simples. 

Pour cela» nous observerons que» a" étant très peu différent de a et 
de a', on aura à fort peu près 



ce qui donne 



T.= -i(a'-«,^_lK-a')«^^' 



a^- "' Yrfiï â^" "' Y'rfPï' 



mais a" est donné par l'équation 

y dx y' dx' 

sf devant être changé en x dans /. r Si l'on suppose ensuite 
a? = a" = a 4- (a" — a), on a 

_dy__j£i_ , ,_ , rf'Y 
ydx-\dx'^^'^ "'Ydx*' 

d^ailleurs on a o = -i— • On aura donc 

dx 

on trouvera pareillement 



On aura donc 



dy _ .,_ d^\' 
y'dx'~^^ ^^\'dx'^ 
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d'où l'on tire 



Ydx^ ' Tdx'^ 

on aura ainsi à peu près 



a^ ' Ydx^ Y'dx'^ 

"" d'Y d^Y' 



Ydx* ' Y'dx'* 

On pourra facilement juger, par cette valeur de T*, de la probabilité 
avec laquelle les observations indiquent une différence entre les pos- 
sibilités des événements simples; car, cette probabilité étant, par ce 

fdt e-^ 
qui précède, égale à i — - — j= — > l'intégrale étant prise depuis t = 1 

jusqu'à / = 00, une Table des valeurs de cette intégrale, depuis / = oo 
jusqu'à / = o, donnera sur-le-champ la probabilité cherchée avec une 
précision suffisante. 

Les événements simples, en se développant, font croître les valeurs 

^® Yd * ®*' ^^ Y'd '^ ^ ®^ P^'' conséquent aussi celle de T^, ce qui 
montre clairement la loi qui existe entre leur développement et la pro- 
babilité des résultats qu'ils paraissent indiquer. La valeur de T^ fait 
voir encore que plus les différences entre a et a' sont petites, plus il 
faut d'événements simples observés pour constater que ces différences 
ne sont pas l'effet du hasard, ce qui d'ailleurs est évident a priori, et 
il en résulte que, pour une différence deux fois moindre, il faut envi-> 
ron quatre fois plus d'observations. 

XXXIX. 

Appliquons les formules des numéros précédents aux naissances; 
pour cela supposons que, surp-hq naissances observées, il y ait eu 
p garçons et q filles, p étant plus grand que ^, et cherchons la proba* 
bilité que la possibilité des naissances des garçons ne surpasse pas 
une quantité quelconque 0. Il faut, dans ce cas» faire usage des for- 
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mules du n^ XXXVI. Si Ton désigne par x la possibilité des naissances 
des garçons et que Ton nomme 6 la quantité ^'\' '"^P ^^ , la 

probabilité que sur p -h q naissances il y aura p garçons et q filles 
sera 6a?''(i — xy : c'est la quantité que nous avons nommée y dans le 
numéro cité; la quantité que nous avons nommée v deviendra ainsi 
jr(i — a:) ^ ^j jj^ fonction 



(p-^g)x-'p 

deviendra 

* 

Maintenant, la quantité que nous avons nommée u dans le n^ XXXVI 

est, par le n° VI, égale à l/ — ^ d^v * ^ ®*' ^^ ^ étant ce que deviennent 
y et d^y lorsque x = a; d'ailleurs, a étant la valeur de x qui répond 
au maximum de j, il est déterminé par l'équation o = "■^> d'où Ton 

tire a = ^ > et par conséquent 

(p-^gy^''' Ydx* pq 

La fonction 

deviendra donc, en observant qu'elle se réduit à très peu près à son 
premier terme, lorsque /? et q sont de grands nombres, 

1 1 

b/? ^q *V2^. 

la formule (a') du numéro cité donnera ainsi pour la probabilité que 
X ne surpasse pas 
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Si Ton fait 6 = ^, on aura pour la probabilité que x ne surpasse pas^ 
ou, ce qui revient au même, que la possibilité des naissances des 
garçons est moindre que celle des naissances des filles, 

en retranchant cette formule de l'unité, on aura la probabilité avec 
laquelle les naissances observées indiquent une plus grande possi- 
bilité dans les naissances des garçons que dans celles des filles. 

Parmi les naissances observées en Europe, nous considérerons 
celles qui Tont été à Londres, à Paris et dans le royaume de Naples. 

Dans Tespace des quatre-vingt-quinze années écoulées depuis le 
commencement de 1664 jusqu'à la fin de 1738, il est né à Londres 
787629 garçons et 698958 filles, ce qui donne à peu près ~ pour le 
rapport des naissances des garçons à celles des filles. 

Dans l'espace des vingt-six années écoulées depuis le commence- 
ment de 1745 jusqu'à la fin de 1770, il est né à Paris 251027 garçons 
et 241945 filles, ce qui donne ^ à peu près pour le rapport des nais- 
sances des garçons à celles des filles. 

Enfin, dans l'espace des neuf années écoulées depuis le commence- 
ment de 1774 jusqu'à la fin de 1782, il est né dans le royaume de 
Naples, la Sicile non comprise, 782352 garçons et 746821 filles, ce 
qui donne ff à peu près pour le rapport des naissances des garçons à 
celles des filles. 

Le moins considérable de ces trois nombres de naissances est celui 
des naissances observées à Paris; d'ailleurs c'est dans cette ville que 
les naissances des garçons et des filles s'éloignent le moins de Téga- 
lité : par ces deux raisons, la probabilité que la possibilité des nais- 
sances des garçons surpasse \ doit y être moindre qu'à Londres et 
dans le royaume de Naples. Déterminons numériquement cette pro- 
babilité. 

Il est nécessaire pour cela d'avoir jusqu'à douze décimales les loga- 
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rithmes tabulaires de p, q* p-^q et 2, parce que ces nombres sont 
élevés dans la formule (e") à de grandes puissances; or on a 

log/?= log25i527 = 5,4oo5 Sffii 0947, 

log(7=:Iog24i945=: 5,3837 '^^^ *4^» 

log(/? H- ^) = Iog493472 = 5,6932 625i 5480, 

log2 = 0,301029995664, 

ce qui donne 

I 

log ^^"^^^^ , p-=-4i,93849i8. 

Eln nommant donc (x le nombre auquel ce logarithme appartient, et 
qui est excessivement petit, puisqu'il est égal à une fraction dont, le 
numérateur étant Tunité, le dénominateur est le nombre 8 suivi de 
/if chiffres, la formule (e') deviendra 

fx(l-- 0,0053747 H-. . .)• 

En la retranchant de Tunité, oïl aura la probabilité qu'à Paris la pos- 
sibilité des naissances des garçons surpasse celle des filles, d'où Ton 
voit que cette probabilité diffère si peu de l'unité, que l'on peut 
regarder comme certain que l'excès des naissances des garçons sur 
celles des filles, observé à Paris, est dû à une plus grande possibilité 
dans les naissances des garçons. 

Si l'on applique pareillement la formule (e') aux naissances des 
garçons observées dans les principales villes de l'Europe, on trouvera 
que la supériorité dans le$ naissances des garçons, comparées à celles 
des filles, observée partout, depuis Naples jusqu'à Pétersbourg, indique 
une plus grande possibilité dans les naissances des garçons, avec une 
probabilité très approchante de la certitude. Ce résultat parait donc être 
une loi générale, du moin& en Europe, et si» dans quelques petites 
villes ou Ton n'a observé qu'un nombre peu considérable de nais- 
sances, la nature semble s'en écarter, il y a tout lieu de croire que cet 
éxcart n'est qu'apparent et qu'à la longue les naissances observées dans 
ces villes offriraient, en se multipliant, un résultat semblable à celui 
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des grandes villes. Plusieurs philosophes, trompés par ces anomalies 
apparentes, ont cherché les causes de phénomènes qui ne sont que 
l'effet du hasard; ce qui prouve la nécessité de faire précéder de sem- 
blables recherches, par celle de la probabilité avec laquelle le phéno- 
mène dont on veut déterminer la cause est indiqué par les observa- 
tions : l'exemple suivant confirmera cette remarque. 

Sur 4i5 naissances observées durant cinq ans dans la petite ville de 
Yiteaux, en Bourgogne, il y a eu 2o3 garçons et 212 filles, ce qui 
donne à peu près ff pour le rapport des naissances des filles à celles 
des garçons. L'ordre naturel parait ici renversé, puisque les naissances 
des filles surpassent celles des garçons; voyons avec quelle probabilité 
ces observations indiquent une plus grande possibilité dans les nais- 
sances des filles. 

p ayant été supposé plus grand que 7, dans les formules précé- 
dentes, il représente dans ce cas le nombre des filles et q celui des 
garçons; la formule {e') donnera la probabilité que les naissances des 
garçons surpassent celles des filles; mais, cette formule étant diver- 
gente, il faut employer la formule (b') du n® XXXVI, et l'on trouvera, 
après toutes les réductions, que, si l'on y fait y = Sx^Çi — xy et 
6 = i, elle deviendra 

l'intégrale étant prise depuis / = T jusqu'à / = oo, T^ étant donné par 
l'équation 

T»=:/? logp -h q logq — {p -h q) log ^-— ^> 

dans laquelle les logarithmes sont hyperboliques. Cette formule est 
l'expression de la probabilité que la possibilité des naissances des gar- 
çons l'emporte sur celle des naissances des filles; si l'on y substitue, 
au lieu de p et de 9, leurs valeurs précédentes relatives à la ville de 
Viteaux, on trouvera 0,829802 pour cette probabilité; en la retran- 
chant de l'unité, la différence 0,670198 sera la probabilité qu'à 
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Viteaux la possibilité des naissances des filles est supérieure à celle 
des naissances des garçons; cette plus grande possibilité n*est donc 
indiquée qu'avec une probabilité de deux contre un, ce qui est beau- 
coup trop faible pour balancer l'analogie qui nous porte à penser qu*à 
Viteaux, comme dans toutes les villes où Ton a observé un nombre 
considérable de naissances, la possibilité des naissances des garçons 
est plus grande que celle des filles. 

XL. 

On a vu, dans le numéro précédent, que le rapport des naissances 
des garçons à celles des filles est environ j| à Londres, tandis qu'il 
n'est à Paris que f|; cette différence semble indiquer, dans la première 
ville, une possibilité dans les naissances des garçons plus grande que 
dans la seconde ville. Déterminons avec quelle vraisemblance les 
observations indiquent ce résultat. 

Ce problème est un cas particulier de celui que nous avons résolu 
dans le n^ XXXYIII ; ainsi nous ferons usage des formules que nous y 
avons données; pour cela, il faut connaître les quantités que nous 
avons nommées j ety. Soient/? le nombre des naissances des garçons 
observé à Paris, q celui des naissances des filles, et a; la possibilité des 
naissances des garçons dans cette ville; si Ton fait 

g I .a.3. . .(/? -Hç) . 

O — 5 5 1 

i,2,6,,.p,i,2.o,.,q 

la probabilité du résultat observé à Paris sera 

c'est la quantité y. 

Si l'on nomme pareillement/?' le nombre des naissances des garçons 
observé à Londres, q' celui des naissances des filles, et x' la possibi- 
lité des naissances des garçons dans cette ville; si l'on fait ensuite 

, I .3.3. ..(/!>'-+- 7') 



e'=: 



1 • 2 • o • • t D •I*2*0**«7 
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la probabilité du résultat observé k Londres sera 

c'est la quantité y. 

En désignant donc par P la probabilité qu'à Paris la possibilité des 
naissances des garçons est plus grande qu'à Londres, on aura, par le 

n^ XXXVIII, 

fdt e-^ 



P=i 



V^TT 



l'intégrale étant prise depuis / = T jusqu'à / = qo. Voyons ce que de- 
vient T dans le cas présent. 
On a, par le numéro cité, 



T« = log Y -h log Y'- log Y'-t log ^ . 

Y est le maximum de y ou de Sx''(i — x)^; la valeur de x qui 
répond à ce maximum est ^ ; c'est la quantité que nous avons 
nommée a. On aura donc 

on aura de la même manière 



(p'-^q'y'-^' 



Y" est le maximum de yf lorsqu'on fait af= x dans y\ ce qui 
donne 

la valeur de x correspondante au maximum de cette fonction est 
^."^^ ji c'est la quantité que nous avons nommée a". On aura 



• • 



ainsi 

{p ■+■ p'-h g -+- g')P'^P'^^^ ' 
ORu¥ret de L^—X, l\l 
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ces valeurs donnent 

T*= ( p -+-/?'-4- q 4- 9'-m) log( p -+-/>'-h q-^q') 

- {P-^P'-^ log(/? -h/>') - (9 -f- q') \0%(q -h ç') 
(/> -M ) log/? -+- 9 logç — ( /> H- 9 -M ) log(/? -h 9 ) 
/?' l0g/>'-h 9' logç'— ( /?'-+- q') l0g(/>'-4- ç'). 



Maintenant on a, par le numéro précédent, 

P — 2^\ 5^7, p'= 787629, 
9 = a4 1 945, q'= 698958, 

d*où Ton tire, en logarithmes tabulaires, 

log/? m 5,4<>o5 8461 0947, 

log(7 = 5,3837 '^5 1469, 

'og(/>-f- 9) ==5,6982 6a5i 5480, 

log/>'=i 5,8678 3798 2735, 

log 9'= 5,8444 ^108 0009, 
log(/>'H- 9') = 6,1573 3193 2oS3, 
log (/?'-+-/?) ==5,9952 6474 1371, 

iog(ç -+- q') = 5,9735 4485 3243, 

ïog(/>-f- />'-+- ç-f- 7') = M855 7o58 5 161. 

En faisant usage de ces logarithmes, on aurait 

T«= 4,5357576; 

mais, ces logarithmes étant tabulaires, il faut, comme Ton sait, les 
multiplier par le nombre 2,3o2585i, pour les réduire en logarithmes 
hyperboliques; on aura donc la vraie valeur de P en multipliant la 
précédente par le même nombre, ce qui donne 

T«= 10,4439679- 

Cela posé, si Ton détermine l'intégrale fdt er^* par la formule (c') 
du n« XXXVI on aura 

P = 0,00000254^2 (1 — 0,047875 -+■ 0,0068759 — ...)• 
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Les trois premiers termes de cette expression donnent 



P = 0,00000243797 = 



410178 



Cette valeur de P est un peu trop grande; mais, comme, en prenant un 
terme de plus, on aurait une valeur trop petite, sans l'altérer de jj^, 
on voit qu'elle est fort approchée, et qu'ainsi il y a plus de 4ooo<>o à 
parier contre i qu'il existe à Londres une cause de plus qu'à Paris, 
qui y facilite les naissances des garçons. 

Le calcul numérique de T* suppose que l'on a les logarithmes tabu- 
laires de />, Çf p-hÇf p\ q\ ... jusqu'à douze décimales; les Tables 
de Gardiner, qui sont celles dont on fait le plus d'usage, renferment 
les logarithmes des 1161 premiers nombres jusqu'à vingt décimales, 
et l'on peut en conclure les logarithmes des nombres supérieurs; mais 
le calcul que cela suppose est assez long; on peut y suppléer fort sim- 
plement par la considération de l'expression de T^, et déterminer la 
valeur de cette quantité sans recourir aux logarithmes des nombres 
supérieurs à 1161. 

Pour cela, nous la mettrons sous cette forme 

T«=(/.^i)log^4.^1og(i-^) 
-(/?4-/>'-M)log ^^^r^ ? 

-{q-hq')\0g(i J^f^ X 

Si l'on fait varier d'une très petite quantité a le rapport ^ dans 
la fonction 

elle ne changera pas sensiblement de valeur, car elle devient alors 

(/' + 0log(^+«)4-îlog(,-^-«); 
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en réduisant logf — ^ h on et logf i — — aj dans des suites 

ordonnées par rapport aux puissances de a, et en rejetant les quan- 
tités de Tordre a qui ne sont pas multipliées par les grands nombres 
p et Çf elle se réduit à 

Cela posé, on cherchera, par la méthode des fractions continues, la 
fraction qui, ayant un dénominateur égal ou moindre que 1161, 

approche le plus de ^ ; la différence de cette fraction et de ^ 

n'étant que de l'ordre a, on pourra employer cette fraction au lieu 

de — —^ et, comme les Tables donnent avec vingt décimales les 

logarithmes de son numérateur et de son dénominateur, ainsi que les 
logarithmes du numérateur et du dénominateur de la nouvelle fraction 
que Ton a en retranchant la précédente de l'unité, on aura facilement 
la valeur tabulaire de 

p-^g \ p-^çJ 

On trouvera de la même manière les valeurs tabulaires des autres 
parties de l'expression de T'; on aura ainsi l'expression tabulaire 
de P, et cette expression, prise en moins, sera le logarithme tabu- 
laire de e"'^*; on aura ensuite la vraie valeur de T* en multipliant la 
précédente par 2,3o2585i. 

On pourra presque toujours employer, sans erreur sensible, la for- 
mule du n^ XXXVIII 

I . . .. rf*Y d'Y' 



T* 

* ~ ^Y 


Ydx* Y'dx'* 
rf'Y' ' 


Ydo!' 


' Y'rfar'» 


et, comme on a, dans ce cas. 




a- P , 


p'+q' 


d'Y _(p + g)* 


d*Y' {p'+q')* 


\dx* pq 


Y'dx'* p'q' ' 
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on aura 

ip'q'{p-¥ 9)'-+- '^pqip'-^ 7')* 

Si Ton applique cette formule aux naissances observées à Paris et 
dans le royaume de Naples, il faudra supposer 

/?=:a5i5a7, 9 = 241945, 
/)'= 78235a, q'= 74682 1 , 

ce qui donne 

T = 2,7206; 

on trouve alors la probabilité P, que la possibilité des naissances des 
garçons à Paris est plus grande que dans le royaume de Naples, égale 
à —^ environ; il est donc vraisemblable qu'il existe dans ce royaume, 
comme à Londres, une cause de plus qu'à Paris, qui y facilite les nais- 
sances des garçons; mais la probabilité avec laquelle elle est indiquée 
par les observations est trop peu considérable encore pour prononcer 
irrévocablement sur cet objet. 

XLI. 

Considérons maintenant la probabilité des événements futurs, prise 
des événements passés, et supposons que, ayant observé un résultat 
composé d'un nombre quelconque d'événements simples, on veuille 
déterminer la probabilité d'un résultat futur composé des mêmes 
événements. 

Si l'on désigne par x la possibilité des événements simples, par y 
la probabilité correspondante du résultat observé, et par z celle du 
résultat futur, y etz étant fonctions de x; si l'on nomme ensuite P la 
probabilité du résultat futur, prise du résultat observé, il est aisé de 
conclure du n® XXXIV 

Jydx 
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les intégrales du numérateur et du dénominateur étant prises depuis 
x = o jusqu'à X = i. 

Cette formule renferme la loi suivant laquelle les événements passés 
influent sur la probabilité des événements futurs; examinons cette in- 
fluence dans quelques cas particuliers. Pour cela, supposons qu'une 
urne renferme une infinité de boules blanches et noires* et que, 
après en avoir tiré une boule blanche, on cherche la probabilité 
d'amener une boule semblable au tirage suivant. Si Ton nomme x le 
rapport des boules blanches de Turne au nombre total des boules, il 
est clair que x sera la probabilité, tant de Tévénement obsenré que de 
l'événement futur; on aura donc 

/ xdx 



p— £ — î 



c'est-à-dire qu'il y a deux contre un à parier que l'on amènera au 
second tirage une boule semblable à celle du premier tirage. 

En supposant toujours que l'on ait amené une boule blanche au 
premier tirage, si l'on cherche la probabilité d'amener ensuite n boules 
noires, x sera la probabilité du résultat observé, et (i — xy celle du 
résultat futur; on aura donc alors 

fx{i'^x)'^dx ^ 

p 2L. — 



f xdx 



(/i-M)(/i-Ha) 



Si les boules blanches et noires étaient en nombre égal dans l'urne, 

on aurait P = — ; cette valeur de P est plus petite que la précédente 

lorsque n est égal ou plus grand que 4; d'où il résulte que» quoique 
le premier tirage rende probable que les boules blanches sont en plus 
grand nombre que les noires, cependant la probabilité d'amener 
quatre boules noires dans les quatre tirages suivants est plus considé- 
rable que si l'on supposait le nombre des boules noires égal à celui 
des boules blanches. Ce résultat, qui semble paradoxe, tient à ce que 
la probabilité d'amener n boules noires est égale à la probabilité d'en 
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amener une, multipliée par la probabilité qu'en ayant amené une pre- 
mière on en amènera une seconde, multipliée encore par la probabi- 
lité qu'en ayant amené deux on en amènera une troisième, et ainsi 
de suite; et il est visible que ces probabilités partielles vont toujours 
en croissant et finissent par se réduire à Tunité lorsque n est infini. 

XLII. 

Supposons le résultat observé composé d'un très grand nombre d'é- 
vénements simples; soient a la valeur de x^ qui rendj^ un maximum; 
Y ce maximum; a! la valeur de x qui v^nAyz un maximum; Y' et Z' 
ce que deviennent alors j et s; on aura à très peu près, par le n^ YI, 



V- 






/ dHTZ') 



l'expression de P du numéro précédent devient donc 



p^o^zVïS 






Cette expression sera très approchée si le résultat observé est fort 
composé. 

Si ce résultat était composé d'une infinité d'événements simples, la 
possibilité de ces événements serait, par le n^ XXXYII, égale à celle 
qui rend le résultat observé le plus probable; on peut donc sans erreur 
sensible calculer la probabilité d'un résultat futur peu composé, en 
supposant la possibilité des événements simples égale à celle qui rend 
la probabilité d'un événement très composé un maximum ; mais cette 
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supposition cesserait d*ètre exacte si le résultat futur était lui-même 
très composé. Voyons jusqu'à quel point on peut en faire usage. 

Le résultat observé étant composé d'un très grand nombre d'événe- 
ments simples» supposons que le résultat futur soit beaucoup moins 
composé; l'équation qui donne la valeur de d correspondante au 
maximum de 72 est 

dy dz 

0= — 4 — h 



y dx z dx * 

— ^ est une quantité très grande de l'ordre -^ et, puisque le résultat 

futur est très peu composé par rapport au résultat observé, -^ sera 

d'un ordre moindre que nous supposerons égal à -7^^; ainsi, a étant 

la valeur de x qui satisfait à l'équation o = — ^> la différence entre a 
et à sera de l'ordre a^, et l'on pourra supposer 

Ge^te supposition donne 

'^ dx 1.2 dx* 

mais on a ^ =0, d'où il est facile de conclure que 5-^ est d'un ordre 
égal ou moindre que — ; le terme j^ — -j-^ sera par conséquent 



a« 



de l'ordre a ^ '^ Ainsi la convergence de l'expression en série de Y' 
suppose X > ^, et dans ce cas Y' se réduit à peu près à Y. 

Si l'on nomme Z ce que devient z lorsqu'on y fait j? == a, on s'as- 
surera de la même manière que Z' se réduit à Z. 

Enfin on prouvera, par un raisonnement semblable, que — ^ ' se 

réduit à très peu près à Z ^; en substituant ces valeurs dans l'ex- 
pression de P, on aura 

P = Z, 

c'est-à-dire que l'on peut dans ce cas déterminer la probabilité du 
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résultat futur, en supposant x égal à la valeur qui rend le résultat 
observé le plus probable; mais il faut pour cela que le résultat futur 
soit assez peu composé pour que les exposants des facteurs de z soient 
d'un ordre moindre que la racine carrée des exposants des facteurs 
de 7; si cela n*est pas, la supposition précédente expose à des erreurs 
sensibles. 

Si le résultat futur est une fonction du résultat observé, z sera une 
fonction dej^, que nous représenterons par ^{y)\ la valeur de x qui 
renàyz un maximum est dans ce cas la même que celle qui répond 



au maximum de j; on aura ainsi a!=^a^ et, si Ton désigne ^y par 

dx 



î'Cj")» l'expression de P donnera, en observant que -r- = o, 



P = 



9(Y) 






Soit ç(y) =y» en sorte que Tévénement futur soit n fois la répéti- 
tion de Tévénement observé, on aura 

p = -=L=. 

Cette probabilité, déterminée dans la supposition que la possibilité 
des événements simples est égale à celle qui rend le résultat observé 
le plus probable, est égale à Y"; on voit par là que les petites erreurs 
qui résultent de cette supposition s'accumulent en raison des événe- 
ments simples qui entrent dans le résultat futur et deviennent très 
sensibles lorsque ces événements y sont en grand nombre. 

XLIII. 

Depuis 174^, où Ton a commencé à distinguer à Paris les naissances 
des garçons de celles des filles, on a constamment observé que le 
nombre des premières était supérieur à celui des secondes, ce qui 
peut donner lieu de rechercher combien il est probable que cette 
supériorité se maintiendra dans l'espace d'un siècle. 

Mu9rei de L. — %, 4^ 
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Soient p le nombre observé des naissances des garçons à Paris: 
7 celui des filles; in le nombre annuel des naissances; x la possibilité 
des naissances des garçons. Le binôme (a: + i — xy^ donne par son 
développement 

1.3 

et la somme des n premiers termes sera la probabilité que le nombre 
des garçons remportera, chaque année, sur celui des filles. Nom- 
mons z cette somme; ;;' sera la probabilité que cette supériorité se 
maintiendra durant le nombre i d'années consécutives. Partant, si P 
désigne la vraie probabilité que cela aura lieu, on aura, par le n^ XLI, 

^^'h ' 

JxPdx{i-x)^ 

les intégrales du numérateur et du dénominateur étant prises depuis 
X = o jusqu'à J7 = I . 

Si Ton nomme a la valeur de x qui répond au maximum de 

xPz'(i "X^j et que Ton désigne parZ, ^> ^ ce que deviennent 

dz ffz 

5, ^" f ^ lorsqu'on y change x ena, on aura, par le n® VI, 



t//»(i - a)»-t- ya» -h ia»(i - a)» — ^j^r^j— 

3 étant la somme des n premiers termes de la fonction 
on a, par le n^'XX!, 

I — — X 

l'intégrale du numérateur étant prise depuis u = — — jusqu'à a = ao, 
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et celle du dénominateur étant prise depuis u = o jusqu'à u = co. Soit 

u= i^^, cette valeur de z deviendra 
s 

r s" ds (i — s)''-^ 

l'intégrale du numérateur étant prise depuis 5 = jusqu'à 5 = 0?, et 
celle du dénominateur étant prise depuis 5 = jusqu'à 5=1; de là il 
est aisé de conclure 

dz x^{\ — a:)""* d}z dz n — (2/1 — j)x 

zdx f s'^ dsii — sY-^ z dx^ zdx x{ï — x) 

l'intégrale étant prise depuis 5 = jusqu'à 5 = â?. En changeant x en a, 
on aura les valeurs de Z, j-j-^ Td^^ toute la difficulté se réduit donc 

à déterminer a. 

Sa valeur est donnée par l'équation 



__ P g ^ ^. dZ 

a I 



a Ldx 



d'où Ton tire, en substituant au lieu de j^ sa valeur précédente 



a m — 1 ' 



l'intégrale étant prise depuis s = o jusqu'à s = a\ c'est l'équation d'a- 
près laquelle il faut déterminer a. Pour cela, nous observerons que, a 

étant plus grand que ^ > il surpasse sensiblement la valeur de 5, 

qui répond au maximum de 5"(i — 5)""'*; ainsi, n étant un grand 
nombre, on pourra supposer, dans l'équation précédente, que l'inté- 
grale est prise depuis 5 = jusqu'à ^ = i, ce qui donne, par le n® VI, 



^1 t 

n-\r - , . n — - 



/ s'^ ds{\ — 5)"-*= ^ p = ^ ' 

(2/1 — 1) ' ^ 
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L*équation qui détermine a deviendra ainsi, à très peu près, 



a = 



P-^^ {P'hg)\/rt 



P 



p-^q 



Pour la résoudre, nous observerons que a diffère très peu de 

en sorte que, si Ton suppose a = — ^ ^ V'* V' ^®^* ^^^^ petit, et l'on 

aura, d'une manière très approchée, 

ti/Âîi'*! — — — I ( — - — ) {p^^){p^tf) 

y- — 7= ^ '^ 

Maintenant, si l'on divise par 26 la somme des naissances observées 
à Paris depuis 174^ jusqu'en 1770, on aura, à très peu près, 19000 
pour le nombre annuel des naissances; nous supposerons ainsi 
n = qSoo, I = 100; on a d'ailleurs 

p = 251627, q = 241946* 

L'équation précédente deviendra donc 

jx = 0,000157929 e"(^'**''**, 
d'où l'on tire 

jx = 0,00014222 

et, par conséquent, 

a ■=. 0,5098609. 

Le radical 



y//?(i - a)'H- 7a«4. ia«(f - a)« — ^r^^r- 

devient, en substituant, au lieu de ^-t-> sa valeur ^-j- ^"". v > 

L dx L ax a\\ — a) 

et, au lieu de 7-7-» sa valeur ^P^^^^^P ou r ,"^^^ > donnée par 

' Ldx ia{\ — a) ia{\ — a) ^ 

l'équation du maximum, 



4//?(i — a)» H- ça»-*- h(/? -+-9) ^^"^.^^^ -h (2/1 — i)a — /i = 369,419; 
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d'ailleurs on a, à très peu près, 



et 

e *P'f =0,980229; 

on aura donc 

fxPz^^^ dx(i — x)i= 0,000668199 v/ôtt ( ^ y ( — ^ y Z*««. 

On a ensuite par le n° YI» en prenant Fintégrale depuis x = jusqu'à 
a: = I, 

fxPdx(i-^xY = 'L^1^^^2^ 

d'où Ton tire 

P = o,93i938Z«*% 

en sorte qu'il ne s'agit plus que d'avoir Z. 
On a 

2="^ ' 

l'intégrale du numérateur étant prise depuis 5 = jusqu'à 5 = a, celle 
du dénominateur étant prise depuis 5 = jusqu'à 5 = 1; il est aisé 
d'en conclure que, si Ton fait i — 5 = 5', on aura 

l'intégrale du numérateur étant prise depuis ï= o jusqu'à /= i—a, 
celle du dénominateur étant prise depuis 5'= o jusqu'à ï=i. On aura 
ainsi, à fort peu près, par le n® YI, 

l'intégrale relative à / étant prise depuis / = T jusqu'à / = 00, T étant 
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donné par l'équation 

T*=: (/l — l) log —. H- /l log — > 

ces logarithmes étant hyperboliques. On peut donner à cette expres- 
sion de T* cette forme très approchée 

T*=z(n — i) log^- H- n log ^ — 2. -| cir. — :li±£1 2_f , 

27 "=" 2p pq 

et Ton en tirera 

T*= 3,66793. 

Si Ton fait usage de la formule {&) du n® XXXVII, on aura 

I dl e-'* •= — >p ( I — o, 1 363 1 7 4- 0,0557^7 — 0,037996 H- o,o36256 — ...)• 

Cette série est peu convergente, mais elle a Tavantage de donner 
alternativement une somme plus grande et plus petite que la véri- 
table, suivant que Ton s'arrête à un nombre de termes pair ou impair; 
en ajoutant donc à la somme des quatre premiers termes la moitié 
du cinquième. Terreur sera moindre que cette moitié et, par consé- 
quent, au-dessous de 3^ de la somme entière ; on aura ainsi 

ye/^c-^= -^0,899563, 

ce qui donne 

2 = 0,9966174 

et, par conséquent, 

P = 0,664 ; 

il y a donc, à très peu près, deux contre un à parier que, dans l'espace 
d'un siècle, les naissances des garçons l'emporteront chaque année à 
Paris sur celles des filles. 

XLIV. 

Les recherches précédentes suffisent pour faire voir les avantages 
de l'analyse exposée au commencement de ce Mémoire, dans la partie 
de la théorie des hasards, où il s'agit de remonter des événements 
observés à leurs possibilités respectives et de déterminer la probabi- 
lité des événements futurs. Cette analyse n'est pas moins utile dans la 



QUI SONT FONCTIONS DE TRÈS GRANDS NOMDRES. 335 

solution des problèmes où Ton cherche la probabilité d'un résultat 
formé d'un grand nombre d'événements simples, dont les possibilités 
sont connues : pour en donner un exemple, nous supposerons que l'on 
se propose d'avoir la probabilité que tous les numéros d'une loterie 
composée de n numéros, et dont il en sort un à chaque tirage, seront 
tous sortis après le nombre i de tirages. 

J'ai donné, dans le Tome VI A^^ Mémoires des Savants étrangers {^)^ la 
solution de ce problème, quel que soit le nombre de numéros que l'on 
amène à chaque tirage, et il en résulte que, dans le cas où il ne sort à 
chaque tirage qu'un seul numéro, si l'on nomme y, la probabilité que 
tous les numéros seront sortis après le nombre i de tirages, on aura 

la caractéristique A étant celle des différences finies, et s devant être 
supposé nul dans le résultat final. Cette expression, fort simple en 
apparence, conduirait à des calculs impraticables si n et i étaient de 
très grands nombres; il serait beaucoup plus difficile encore d*en con- 
clure le nombre e, auquel répond une valeur donnée de yi\ mais on 
peut aisément déterminer ce nombre par les formules du n® XXVII. 
La formule ([jl') de ce numéro donne, à très peu près, 

a, /, /', /'' étant donnés par les équations suivantes : 

t H- I ne^ 

o = s > 

a e^ — I 

. i-hi n e^ /i / ^^ y 

„___^i-4-i n e^ n / e^ V n/ e« V 

,y___ t-hi _^ n e« 7/1 / ^ Y /i / e* y /i / e« V 

~"" 4«* "" 24 ^«— 1 "*" 34 \^«— 1/ "" "3 \e**— 1/ "^ 4 V*— ly * 

(«) Œuvres de Laplace, t. Vm, p. 17. 
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Si i*on suppose 5 = et ^ de Tordre n ou i\ ces équations devien- 
dront 

a= (i — e-«), 

n 

/ = r> /'= 5-T-» /'= T—r-; 



4 a' 



la formule précédente donnera donc, dans ce cas, 



'^ / I -h I — /la 



Or on a 



(zir) ■=-. 



et si Ton fait e'^=iz^ s étant supposé une très petite fraction de 
Tordre 4> on aura 



(, — e-«)»-'=i e<'-«)«^i-f. î 5 5A ; 



on a ensuite 

i-hi — /ia = (ï-4-i)«. 

On aura donc, à très peu près, 

— - =e-»- iH z H 5»)=^/. 

/»* \ a /i a / *^ 

• 

Pour déterminer s, nous observerons que l'équalion a = ^ (i —5) 

donne, pour première valeur de a, 



a=-; 



—I 



en désignant donc e'* par 7, nous aurons, pour une première valeur 
de 5, 

z = q; 

cette valeur substituée dans Texpression de a donne, pour seconde 
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valeur de cette quantité. 



«H- I l 

n n 



en la substituant dans l'équation z = er^, on aura, pour seconde va- 
leur de z, 

d'où il est aisé de conclure 






Cette valeur de yi sera très approchée si, n et i étant de fort grands 

nombres, 7 est de Tordre -; et c'est ce qui aura toujours lieu lorsque 

yi ne sera pas une fraction très petite, car alors e""^ ne sera pas un 

très petit nombre, ce qui suppose q de l'ordre -• 

Soit 7i = ^, et cherchons le nombre « de tirages auquel cette proba- 
bilité correspond. Nous aurons, pour la déterminer, les deux équa- 
tions suivantes 

i £4-/1 , loga 

q iq -^ q*= — ^-> 

i = —n\ogq, 

ces logarithmes étant hyperboliques. 
Soit /i = 1 o ooo, on a 

log hyperb. a = 0,6981473; 

la première des deux équations précédentes donne, pour première 
valeur de q, en négligeant les termes ^q et q^, 

q = 0,00006981473. 

Cette valeur étant de l'ordre -> on voit que c'est ici le cas d'em- 
ployer l'expression précédente de y,-. La seconde équation donne 

1=1:95768,5. 

OEupreê de L, — H, 43 
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Cette valeur peut diflerer encore de quelques unités de la véritable; 
mais, en corcigeant la valeur de q par son moyen, on aura 

7 rz 0,00006982250, 

ce qui donnera, pour seconde valeur de 1, 

« = 95767,41; 

d'où il suit qu'il y a un peu moins d'un contre un à parier que tous 
les numéros sortiront après 95 767 tirages, et qu'il y a un peu plus 
d'un contre un a parier qu'ils sortiront après gS 768 tirages. 
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Mémoires de l'Académie roxale des Sciences de Paris, année 1782; 1785. 



La matière qui fait Fobjet de ces recherches a, depuis Newton, oc- 
cupé un grand nombre de géomètres, et les résultats auxquels ils sont 
parvenus sont également intéressants par l'analyse délicate qu'ils exi- 
gent et par leur importance dans le Système du Monde. Mais, en con- 
sidérant attentivement les méthodes dont ils ont fait usage, on voit 
qu'elles laissent plusieurs choses à désirer encore : elles sont, pour la 
plupart, restreintes à des sphéroïdes particuliers, et celles qui sont 
plus générales manquent de cette simplicité si désirable dans la ma- 
nière de traiter les objets compliqués; il m'a paru que, sous ce point 
de vue, on pouvait perfectionner cette branche importante de la Phy- 
sique céleste, et j'ose me flatter de présenter aux géomètres, dans cet 
Ouvrage, une théorie des attractions des sphéroïdes et de la figure des 
planètes plus générale et plus simple que celles qui sont déjà con- 
nues. 

Il est partagé en cinq Sections : dans la première, je donne une 
théorie complète des attractions des sphéroïdes terminés par des sur- 
faces du second ordre; cette théorie a déjà paru dans l'Ouvrage que 
j'ai publié sur le mouvement et sur la figure elliptique des planètes; 
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mais elle est ici représentée d*une manière plus directe et plus 
simple. 

Je considère dans la seconde Section les attractions des sphéroïdes 
quelconques, et je les fais dépendre d'une équation aux différences 
partielles du second ordre : cette équation est la base de mes recher- 
ches sur la figure des planètes; elle me conduit d'abord a quelques 
résultats généraux sur l'expression en série des attractions des sphé- 
roïdes. En supposant ensuite les sphéroïdes fort approchants de la 
sphère et en combinant ces résultats avec une équation différentielle qui 
a lieu à leur surface» et dont j'ai tiré autrefois les lois de la pesanteur 
sur les sphéroïdes homogènes en équilibre, je parviens à une expres- 
sion en séries, générale et simple, des attractions des sphéroïdes quel- 
conques très peu différents de la sphère, expression qui se termine 
toutes les fois que l'équation de leur surface est finie et rationnelle. Il 
est assez remarquable que cette expression, qui, par les méthodes 
ordinaires, exigerait des intégrations très compliquées, soit donnée 
sans aucune intégration et par la seule différentiation des fonctions. 
Ces recherches sont l'objet de la troisième Section ; toute la théorie de 
la figure des planètes et de la loi de la pesanteur à leur surface en est 
un simple corollaire; il en résulte que, si la planète est homogène, 
elle ne peut être en équilibre que d'une seule manière, quelles que 
soient les forces qui l'animent, et qu'ainsi la Terre est nécessaire- 
ment, dans cette hypothèse, un ellipsoïde de révolution; mais ce 
résultat, fondé sur le développement en série des attractions des sphé- 
roïdes, pouvant laisser quelques doutes, je le démontre, a priori, in- 
dépendamment des suites, et je fais voir en même temps que, dans un 
grand nombre de cas, un fluide qui recouvre une sphère est suscep- 
tible de plusieurs états d'équilibre. La méthode des séries conduit aux 
mêmes résultats, d'où il suit que cette méthode a toute la généralité 
possible, et qu'il n'est point à craindre qu'aucune figure d'équilibre 
lui échappe. 

Si la planète est hétérogène, sa figure dépend de celle de ses cou- 
ches et de la loi de leurs densités; la pesanteur à sa surface dépend 
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des mêmes données; mais» en combinant les équations qui détermi- 
nent la pesanteur à la surface du sphéroïde et sa figure, je parviens à 
une relation entre ces deux quantités, indépendante de la constitution 
intérieure du sphéroïde, et qui, lorsqu'on aura un nombre suffisant 
d'observations sur la grandeur des degrés terrestres et sur la longueur 
du pendule, pourra fournir une nouvelle confirmation du principe de 
la pesanteur universelle. Je fais voir que', dans l'état actuel de nos 
connaissances, ce principe satisfait, aussi bien qu'on peut le désirer, 
à tous les phénomènes qui dépendent de la figure de la Terre. 

Pour compléter cette théorie de la figure des planètes, il reste à 
déterminer les conditions qui donnent un équilibre ferme ; dans cette 
vue, je considère les oscillations d'un fluide de peu de profondeur qui 
recouvre une sphère. M. d'AIembert en a fait l'objet de ses savantes 
recherches sur la cause des vents; mais cet illustre auteur n'a résolu 
que le cas où le fluide est tiré de l'état de repos par l'attraction d'un 
astre immobile. Environ trente ans après, aidé des progrès que l'Ana- 
lyse et la théorie des fluides avaient faits dans cet intervalle, je repris 
le même problème et j'en donnai la solution, en supposant à l'astre 
attirant un mouvement quelconque dans l'espace; mais l'imperfection 
de la théorie des attractions des sphéroïdes ne me permit pas alors de 
m'élever à la considération générale des oscillations du fluide, quels 
que fussent son état et son ébranlement primitifs. Les nouvelles 
recherches dont je viens de parler m'ont conduit à une solution com- 
plète de ce problème; les conditions de la stabilité de l'équilibre du 
fluide étant données par celles qui rendent ses oscillations pério- 
diques, je trouve que cette stabilité exige que la densité du fluide soit 
moindre que celle de la sphère qu'il recouvre, condition difierente de 
celle que les géomètres ont donnée pour cet objet, mais qui s'accorde 
avec ce que j'ai trouvé dans nos Mémoires pour l'année 1776, en ayant 
égard au mouvement de rotation du sphéroïde. L'équilibre des eaux 
de la mer, que les vents et un grand nombre d'autres causes agitent 
d'une manière fort irrégulière, ne serait donc pas ferme si leur den- 
sité était égale ou plus grande que celle du globe terrestre; ainsi, 
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quand même les observations faites sur Tattraction des montagnes ne 
nous auraient pas appris que cette densité est plus petite» la stabilité 
de l'équilibre de la mer eût sufiB pour nous en convaincre. 

Cet Ouvrage est entièrement fondé sur le calcul aux différences par- 
tielles; j*ai montré» dans nos Mémoires pour Tannée i777f son utilité 
dans le développement des fonctions en séries; les nouveaux usages 
que je présente ici de ce même calcul serviront à faire voir de plus en 
plus son importance dans l'Analyse. 



Première Section. 

Des attractions des sphéroïdes terminés par des sur/aces 

du second ordre. 

I. 

L'équation générale des surfaces du second ordre, rapportées à trois 
coordonnées orthogonales, est 

ozzA-t-Bx-hCz-hE^-f- Fx* H- Ha?7 -h Ly* h- Mx5 h- ^yz -f- s". 

Le changement de l'origine des coordonnées introduit trois arbi- 
traires» puisque la position de cette nouvelle origine par rapport à la 
première dépend de trois coordonnées arbitraires; le changement de 
la position des coordonnées autour de leur origine introduit trois 
angles arbitraires; en faisant donc changer à la fois, dans l'équation 
précédente, les coordonnées d'origine et de position, on aura une 
nouvelle équation du second degré, dont les coefBcients seront fonc- 
tions des précédents et de six arbitraires; si l'on égale ensuite à zéro 
les coefficients des premières puissances des coordonnées et de Leurs 
produits deux à deux, on déterminera ces arbitraires, et l'équation 
générale du second ordre prendra cette forme très simple 

x* -h m y* -h /i 5* z= X:' ; 

c'est sous cette forme qu^ nops allons la considérer. 
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Nous n'aurons égard dans ces recherches qu'aux solides terminés 
par des surfaces finies, ce qui suppose metn positifs, et, dans ce cas, 
le solide est un ellipsoïde dont les trois demi-axes sont égaux aux va- 
riables X, j, s, lorsqu'on suppose deux d'entre elles égales à zéro ; on 

aura ainsi A:, -7= et -7= pour ces trois demi-axes respectivement paral- 

leles aux a?, aux j et aux 5, et la solidité de l'ellipsoïde sera > en 

désignant paru, comme nous le ferons toujours dans la suite, le rap- 
port de la demi-circonférence au rayon. 

II. 

Pour déterminer l'attraction d'un pareil sphéroïde sur un point 
quelconque, soient 

Â l'attraction du sphéroïde sur ce point, décomposée parallèlement à 

l'axe des x ; 
B cette attraction décomposée parallèlement à l'axe des y; 
C cette même attraction décomposée parallèlement à l'axe des z. 

Soient encore 

a, 6, c les trois coordonnées du point attiré, parallèlement à ces axes ; 

a?, j, z celles d'une molécule dM du sphéroïde; 

r un rayon mené de cette molécule au point attiré; 

p le complément de l'angle que forme ce rayon avec le plan des y et 

des 2; 
q l'angle que forme la projection de ce rayon sur ce plan avec l'axe 

des j^. 

On aura 

xziza — r cos/7, 

Y :=^ b — r sïnp cos^, 

z :=zc — r s'inp sinq. 

La molécule dM est égale au parallélépipède rectangle dont les trois 
dimensions sont dr, rdp et rdqsinp^ et dont la masse est, par consé- 

QSupret de L. — X . 44 
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quent, r^drdpdqsinp; pour avoir son attraction parallèlement aux 
axes des jr, des 7 et des s, il faut la multiplier respectivement par cosp^ 
sin/^cos^, sinpsinq^ et diviser ces produits par H : on aura ainsi, en 
prenant la somme de toutes les attractions relatives à chaque molécule 
du sphéroïde, 

A = / y 7 ^'^ ^P df/ sin p cosp, 
B = flJ dr dp dq sin'/> cos^, 

C = SSf^^ ^P ^ sin*/? sin 7. 

Les intégrations sont faciles relativement à r, mais elles sont diffé- 
rentes, suivant que le point attiré est dans l'intérieur ou au dehors du 
sphéroïde; dans le premier cas, la droite, qui, passant par le point 
attiré, traverse le sphéroïde, est divisée en deux parties par ce point, 
et, si Ton nomme r et r' ces deux parties, on aura 

A= /Y"(r'-4- r)dpdqsïn pcosp. 
Bru I f {r'-^ r)dpdqs\n*pcosq, 
C = jr(r'-h r)dpdqsïn*p sinq, 

les intégrales relatives à/? et à ^ devant être prises depuis /i et q égaux 
à zéro jusqu'à p et q égaux à 180^. Dans le second cas, si Ton nomme 
toujours r le rayon r à son entrée dans le sphéroïde et r' ce même 
rayon à sa sortie, on aura 

A ~ /T('''"~ r)dpdq sin p cos/>, 
B =^ /y ( ^' — r)dpdq sin'/i COS7, 
C ^=1 ff{r'— r) dp dq sin* p sin 7, 

les limites des intégrales relatives k p cl k q devant être fixées aux 
points où Ton a r'— r = o, c'est-à-dire où le rayon r est tangent à la 
surface du sphéroïde. Il ne s'agit plus maintenant que de substituer 
dans ces expressions, au lieu de r et de r\ leurs valeurs en p et en q, 
données par l'équation du sphéroïde. 
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Pour cela, nous observerons que, si Ton met dans l'équation géné- 
rale x^'hmy^-\' nz^ = k^f au lieu de x, y, 5, leurs valeurs précé- 
dentes, on aura 

r«(cos'/> -h m sinV cos'7 -h n s\n*p sin'^) 

— ar(acos/>H- m6sin/?cos7 -+- ncsïnpsinq) 

en sorte que, si Ton suppose 

L =: cosV -+- ^ s\n*p cos*7 -+- n sin*/? sîn*<7, 
I uracos/? 4-m6sin/>cos^ -h ne sïnpsin g, 
R = 1«4-(A'— a*-m6«— /ic«)L, 

on aura 

d'où l'on tire r' en prenant le radical en plus, et r en le prenant en 
moins; on aura donc 

il , av/R 

ce qui donne, relativement aux points intérieurs du sphéroïde, 

_ r Çdp dq I sin/? cos/) 



— > 



='// 
='// 



L 

dpdqV sin'/?cos7 

L 

dpdqlsïn^p sinq 



et, relativement aux points extérieurs, 

/* r dp dq s'mp cos/^y/ïî 



A=2 



L 

dp dq sin*p cos<7 v^R 



f f dpdq%\Ti^p ^\\\qs/K 
^""V J L • 
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ces trois dernières intégrales étant prises entre les limites qui corres- 
pondent à \/R = G. 

Si Ton nomme Y la somme de toutes les molécules du sphéroïde 
divisées par leurs distances à un point extérieur, on aura 

V rr / — := ffj rdrdpdqs\np = i ff(^^— r'^)dpdq ^\np^ 

et, si l'on substitue, au lieu de r et de r", leurs valeurs, on aura 



V = 2 /* Çdp dq^mply j'^ 



III. 

Les expressions relatives aux points intérieurs étant les plus sim- 
ples, nous allons commencer par les considérer. Nous observerons 
d*abord que le demi*axe k du sphéroïde n'entre point dans les valeurs 
de I et de L; les valeurs de Â, B, G en sont par conséquent indépen- 
dantes; d'où il suit que l'on peut augmenter à volonté les couches du 
sphéroïde supérieures au point attiré, sans changer l'attraction du 
sphéroïde sur ce point, pourvu que les valeurs de m et n soient con- 
stantes. De là résulte ce théorème : 

Un point placé dans l'intérieur d'une couche elUptiquey dont les sur- 
faces intérieure et extérieure sont semblables et semblablement situées, 
est également attiré de toutes parts. 

Reprenons maintenant la valeur de A; si l'on y substitue, au lieu de 
I et de L, leurs valeurs, elle devient 



-'//-' 



dp df/ s\np cosp(a cosp -^ mbsmpcosq -h ncsinpsïnq) 



cos^p -h m sin*/> cos'^ -h n s'm^p sin*^ 



Les intégrales relatives k p et h q étant prises depuis p ^t. q égaux à 
zéro jusqu'à f? et y égaux à iSo**, il est clair que l'on a généralement 

f P dp CCS/? = o, 
P étant une fonction rationnelle de sinp et de ces*/?, parce que, à égale 
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distance de go"*, les valeurs de Vcosp sont égales et de signes con^ 
traires; on aura donc 



kz=z2af f — j 
J J cos* 



dpdgsinpcos^p 



ir»' 



p-^- m sin*/> cos*<7 -f- n sin'/> sin*^ 

et, si Ton intègre par rapport à q^ on trouvera, par les méthodes con- 
nues, 

. Q^T T /^ dp sXïip cos'p 

J V/('-^-^«««VJ(.+ --cosV) 

l'intégrale devant être prise depuis cosf? = i jusqu'à cosp— — i. Si 
l'on fait cosp = x et que l'on observe que, la masse M du sphéroïde 

étant . > on a 



3V^ 



mn 






on aura 




X* dx 

- > 



•)(-'->"'•) 



l'intégrale étant prise depuis x = o jusqu'à x = i. 

En intégrant de la même manière les expressions de B et de C, on 
les réduirait à de simples intégrales; mais il est plus facile de con- 
clure ces intégrales de l'expression de A; pour cela, on observera 
qu'elle peut être considérée comme une fonction des quatre quantités 

a^k^y —, —, elque, en nommant ^^ le carré du demi-axe parallèle ai, 

et, par conséquent, k^m et les carrés des deux autres demi-axes, 

B est pareille fonction de 6, it'^, ^^/n, Il faut donc, pour avoir B, 

k I 

changer dans l'expression de A, aen b, k en k' ou -7=> m dans — etn 
dans —, ce qui donne 

1^ 3bM i m^x^dx 



bM r 



-f- {m — i)^'] ( H x^\ 
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Soit X - -T=.^ zrrrr-r? OH aUFE 

^ ZbM r t^dt 









m 



f(-^"y 



l'intégrale relative à / devant être prise, comme Tintégrale relative à x^ 
depuis / = o jusqu'à / = i , parce que a? = o donne / = o, et que x = i 
donne / = i . Il suit de là que, si l'on suppose 

I — m . I — n ,. 

m ^ n ^ 

r x^dx 

~J v/( I -+- fjL* X* )(r^'~iJL'rx^) ' 
on aura 

Si l'on change, dans cette expression, b en cct[i en a', on aura la 
valeur de C; les attractions A, B, C du sphéroïde, parallèlement à ses 
trois axes, seront ainsi données par les formules suivantes : 

A rz: -^-- F, B _ -^- -.^-, ^--jr- -^- • 

On doit observer que ces expressions ayant lieu pour tous les points 
intérieurs et, par conséquent, pour les points infiniment voisins de la 
surface, elles ont lieu pour ceux de la surface elle-même. La détermi- 
nation de ces attractions ne dépend que de la valeur de F; mais, 
quoique cette valeur soit une intégrale définie, elle a cependant toute 
la difficulté de l'intégrale indéfinie lorsque [x et [x' sont indéterminés; 
car, si l'on représente l'intégrale définie, prise depuis a? = o jusqu'à 
X = I , par ç((x*, (x"), il est facile de s'assurer que l'intégrale indéfinie 
sera a?*ç((jL^a7^, (x'^o?''), en sorte que, la première étant donnée, la 
seconde l'est pareillement. L'intégrale indéfinie n'est possible que 
lorsque l'une des quantités [x et [x' est nulle ou lorsqu'elles sont égales; 
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dans ces deux cas, Tellipsoïde est de révolution, et k sera son demi- 
axe de révolution si fi. et ]f! sont égaux; on a, dans ce dernier cas, 



-- r ^* dx I , 



Pour en conclure les diflFérences partielles -M^- et , ^ qui entrent 
dans les expressions de B et de C, on observera que 

or on a, lorsque (jl = [x', 
partant 

En substituant au lieu de F sa valeur, on aura 



^-^^ = ïiii("'^^»"8'^-r:fir')' 



on aura donc, relativement aux ellipsoïdes de révolution, 



3aM 



A = ^7^ iii — arc langft), 






IV. 



Considérons maintenant l'attraction du sphéroïde sur un point exté- 
rieur; cette recherche présente de plus grandes difficultés que la pré- 
cédente, à cause du radical ^ qui entre dans l'expression des attrac- 
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tions et qui rend les intégrations impossibles; il faut recourir alors 
à des artifices particuliers : celui dont je vais faire usage m'a paru 
mériter Tattention des géomètres, tant par sa singularité que par 
Futilité dont il peut être dans des circonstances semblables. 

Si Ton désigne par Y la somme de toutes les molécules du sphé- 
roïde, divisées par leurs distances respectives au point attiré, que 
Ton nomme x^y^ z les coordonnées d'une molécule </M du sphéroïde, 
et a, 6, c celles du point attiré, on aura 



' JVG 



a?)«H-(A— y)«4-(c — z)« 



En désignant ensuite par A, B, C les attractions du sphéroïde, paral- 
lèlement aux axes des a?, des^ et des s, on aura 

^_ r (a-^WM __5!X. 

J [(a-x)»-f-(6-:)r)«4-(c-xï)«]^ ^""^ 



on aura pareillement 






d'où il suit généralement que, si l'on connaît V, il sera facile d'en con- 
clure, par la seule différentiation, l'attraction du sphéroïde, parallèle- 
ment à une droite quelconque a, en considérant cette droite comme 
une des coordonnées rectangles du point attiré. 
La valeur précédente de V, réduite en série, devient 



-._ /* dSi r I 2a 



X -\-iLhy k- 'Jicz— x^ — r' — s* 



3 [i^ax -\- iby -^-icz — ^* — y* — «')' 
8 (a*4-6'-hc')« 



] 



cette suite est ascendante relativement aux dimensions du sphéroïde 
et descendante relativement aux coordonnées du point attiré, et si 
l'on n'a égard qu'à son premier terme, ce qui suffit lorsque le point 
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M 

attiré esta une très grande distance, on aura V= , => M étant 

V a* -+- 6* -h c' 

la masse entière du sphéroïde. Cette expression sera plus exacte 
encore si l'on place Torigine des coordonnées au centre de gravité dq 
sphéroïde, car on a, par la propriété de ce centre, 

rxdM=:o^ JydM = o, J zdM=zo; 

en sorte que, si l'on considfere le rapport des dimensions du sphéroïde 
à sa distance au point attiré comme une très petite quantité du pre- 
mier ordre, Téquation 

V= ^ 



sera exacte aux quantités près du troisième ordre. Nous allons pré- 
sentement chercher une expression rigoureuse de V, relativement aux 
sphéroïdes elliptiques. 

V. 
Pour cela, reprenons les valeurs de V, A, B et C de l'article II : 






dpdqsïnpl^ 



dp dq sin p cosp \/K 



dp dq sin*)D ces q v/R 



dp dq sin'/> sin q y/R 



Puisqu'aux limites de ces intégrales on a vR = o, il est clair qu'en 
prenant les premières différences de V, A, B et C, par rapport à l'une 
quelconque des six quantités a, 6, c, k^ m et /2, on peut se dispenser 
d'avoir égard aux variations des limites, en sorte que l'on a, par 
exemple, 

^v rr. . . c> iv/ïî 

Œuvres de L, — X. 4^ 
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cela posé, il est facile de s'assurer par la diRerentiation que si, pour 
abréger, on fait aA + 6B + cG = F, on aura entre les quatre quan- 
tités F, B, G et y l'équation suivante aux différences partielles : 

/ . « ^^^v t( à\ ,d\ dy\ _. 1/ dF ,d¥ d¥V\ 

.,«-1 /dF 1 d\ „\ .,, .dF „, .dF 

On peut éliminer de celte équation les quantités B, C et F, en y sub- 
stituant leurs valeurs — ^r» — -r-et — «3 ^tt — ^ -5-; on aura 

do de àa 00 de 

ainsi une équation aux différences partielles en V seul. Soit donc 

3 y /n/i 

M étant, par Farticle I, la masse du sphéroïde elliptique, et, au lieu 
des variables m et n, introduisons celles-ci et a, qui sont telles que 

^ ,, I — m ,, I — n 



m n 



nous aurons 



dk k * âk A: dm m* ' dn "^ /»• * 



ce qui donne 



t ày ^M ^ ûà'J . dj ^ , dj \ 



dn \n} dm in) 

Cela posé, l'équation précédente deviendra, en y substituant -ri — g 
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au heu de /w, ., au lieu de n et en supposant 

'^ =" ai -^ '' àS -^ ' ai- 

, ^ àQ ôQ i wnàu . d'j 



VI. 

Concevons maintenant la fonction u réduite dans une suite ascen- 
dante par rapport aux dimensions k^ \/0 et \/njdu sphéroïde, et par con- 
séquent descendante relativement aux quantités a, 6 et c; cette suite 
sera de la forme suivante 

\]^^\ l]^*\ U^^^ . . . étant des fonctions homogènes de a, 6, c, i, ^6, \Jzs, 
et séparément homogènes relativement aux trois premières et aux trois 
dernières de ces six quantités, les dimensions relatives aux trois pre- 
mières allant toujours en diminuant et les dimensions relatives aux 
trois dernières croissant sans cesse. Ces fonctions sont toutes de la 
même dimension que u; or, Y étant la somme des molécules du sphé- 
roïde, divisées par leurs distances au point attiré, et chaque molécule 
étant de trois dimensions, Y est de deux dimensions; donc, u étant 
égal à Y divisé par la masse M du sphéroïde, il sera de la dimension 

— I. 

Si Ton substitue dans Téquation (i) au lieu de u sa valeur précé- 
dente en série, que Ton nomme s la dimension de U^'^ en k, \/6 et v^cj, 
et par conséquent — ^ — i sa dimension en a, 6, c; si Ton nomme pa- 
reillement/ la dimension de U^'^*^ en k, v/Ô et \/nj, et par conséquent 

— /— I sa dimension en a, 6 et c; si Ton considère ensuite que» par 
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la nature des fonctions homogènes, on a 

on aura, en rejetant les termes d'une dimension en k, y'ô et v^, supé- 
rieure à celle des termes que l'on conserve 

— (5+l)ïïî*--— (94-CT)U<'> 

dm 2 

(a) U<'-^»)= 



Cette équation donne la valeur de U^'^'^ au moyen de U^'^ et de ses dif- 
férences partielles; or on a 

1 



U^«J = 



(a«+ô«4-c»)« 



puisque, en n'ayant égard qu'au premier terme de la série, nous avons 
trouvé dans l'article IV 

En substituant donc cette valeur de U^®^ dans la formule précédentet 
on aura celle de W^\ au moyen de U^*^ on aura U^'^ et ainsi de suite; 
mais il est remarquable qu'aucune de ces quantités ne renferme k^ 
car il est clair, par la formule (2), que U^*^ ne renfermant point i, 
U^'^ ne le renfermera pas; que U^'^ ne le renfermant point, U^*^ ne le 
renfermera pas, et ainsi du reste; en sorte queVla série entière 
U(o) _|_ [j(i) ^ \}^m ^ u^») -I- . . , est indépendante de k ou, ce qui revient 

au même, ~ = o. Les valeurs de u, — 3-> "^ db^^ ^ 'd' ^^^^ ^^"^ 
les mêmes pour tous les sphéroïdes elliptiques semblablement situés 
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et qui ont les mêmes excentricités v® et V^; or — M j-> — M^ 

et — M ^ expriment, par l'article IV, les attractions du sphéroïde 

parallèlement à ses trois axes; donc les attractions de différents sphé- 
roïdes elliptiques qui ont le même centre, la même position des axes 
et les mêmes excentricités, sur un même point extérieur, sont entre 
elles comme leurs masses. 

Il est aisé de voir, par Tinspection de la formule (2), que les dimen- 
sions de l]'^\ U<'\ U^*^ ... en v^9 et \/nr croissent de deux en deux 
unités, en sorte que s = 21 et ^'= 21-^2; on a d'ailleurs, par la na- 
ture des fonctions homogènes. 

Cette formule deviendra donc 



(3) U('-»"*)=: 



(i-hi)(ai4-5)(a*-f- 6»H-c*; 



on aura au moyen de cette équation la valeur de u, dans une série qui 
sera convergente toutes les fois que les excentricités \/Ô et Ver seront 
fort petites, ou que la distance yja* h- A*h- c* du point attiré au centre 
du sphéroïde sera fort grande relativement aux dimensions du sphé-* 
roïde. 
Si le sphéroïde est une sphère, on aura 

9 = et Gj = oj 
ce qui donne 

partant 

U = U<o)zz: l^^^ et V= ^* 



v/a* -+- 6* 4- c* v^a*H- 6*4- c*' 

d'où il suit que la valeur de Y est la même que si toute la masse de 
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la sphëre était réunie à son centre» et qu'ainsi une sphère attire un 
point quelconque extérieur comme si toute sa masse était réunie à son 
centre. Les planètes s'attirent donc, à très peu près, comme si leurs 
masses étaient réunies à leurs centres de gravité, non seulement parce 
que leurs distances respectives sont très grandes par rapport aux 
dimensions de leurs masses, mais encore parce que leurs figures sont 
très peu difierentes de la sphère. 

VU. 

La propriété de la fonction o d'être indépendante de k fournit un 
moyen de réduire sa valeur sous la forme la plus simple dont elle 
est susceptible, car, puisque l'on peut faire varier à volonté k sans 
changer cette valeur, pourvu que l'on conserve au sphéroïde les mêmes 
excentricités \/Ô et v^cy, on pourra supposer k tel que le sphéroïde soit 
infiniment aplati, ou que sa surface passe par le point attiré; dans ces 
deux cas, la recherche des attractions du sphéroïde se simplifie; mais, 
comme nous avons déterminé précédemment les attractions des sphé- 
roïdes elliptiques sur des points placés à leur surface, nous suppose- 
rons k tel que la surface du sphéroïde passe par le point attiré. 

Si Ton nomme A', m et n\ relativement à ce nouveau sphéroïde, ce 
que nous avons nommé k, m, n dans l'article I, par rapport au sphé- 
roïde que nous avons considéré jusqu'ici, la condition que le point 
attiré est à sa surface, et qu'ainsi a, 6, c sont les coordonnées d'un 
point de cette surface, donnera 

et, puisque l'on suppose que les excentricités v^ô et yfn restent les 
mêmes, on aura 



m' n' 



d'où l'on tire 



•li 



k"^ 



^'- k'^^B' '*- k'^-¥-w' 
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on aura donc pour déterminer k' l'équation 

11 est aisé d'en conclure qu'il n'y a qu'un seul sphéroïde elliptique 
dont la surface passe par le point attiré, et cr restant les mêmes, car, 
si Ton suppose, comme cela se peut toujours en choisissant convena- 
blement l'axe £, que et cr soient positifs, il est clair que, en faisant 
croître k'^ dans l'équation (4) d'une quantité quelconque que nous 
pouvons considérer comme une partie aliquote de k'^^ chacun des 
termes du premier membre de cette équation croîtra dans un rapport 
moindre que k^ ; donc, si dans le premier état de k^ il y avait égalité 
entre les deux membres de l'équation, cette égalité ne subsistera plus 
dans le second état; d'où il suit que k'^ n'est susceptible que d'une 
seule valeur réelle et positive. 

Maintenant, soient M' la masse du nouveau sphéroïde; A', B', C ses 
attractions parallèlement aux axes des a, des b et des c. Si l'on fait 



ï — m' . I — n' 



— = f**. -ZT- = f*". 



m' ' n 



"J v/(H-fx»:r«)(i-+-fx'«^« 



) 



['intégrale étant prise depuis x = o jusqu'à x=i, on aura, par l'ar- 
ticle m, 

., 3aM' „, 36M' dFti ^, 3cM' <JFu' 

En divisant ces valeurs de A', B', C par M' et en les multipliant 
ensuite par M, on aura, par ce qui précède, les valeurs de A, B, C 
relatives au premier sphéroïde; or on a 

m' n' 

V'Ô, Vô étant les excentricités des sphéroïdes, d'où l'on tire 



360 THÉORIE DES ATTRACTIONS DES SPHÉROÏDES 

k^ étant donné par Téquation (4) que l'on peut mettre sous cette 
forme 

on aura donc 

3aM „_36M dF^ r— ^^^ ^^'f*' 

Ces valeurs ont lieu relativement à tous les points extérieurs au sphé- 
roïde et, pour les étendre aux points intérieurs ou à ceux de la sur- 
face, il suffît d'y changer k en k. 

Si le sphéroïde est de révolution, en sorte que cj = 0, l'équation (4) 
donnera 

et Ton aura, par l'article IIJ, 

. 3aM , ^ . 

^P^.(^arctang^~^,j, 
p 3cM / ^ ^ \ 

Nous voila donc parvenus à une théorie complète des attractions des 
sphéroïdes elliptiques, car la seule chose qui reste à désirer est l'in- 
tégration de la valeur de F, et cette intégration est impossible, non 
seulement par les méthodes connues, mais encore en elle-même. Je 
me suis assuré, par une méthode qu'il n'est pas de mon objet d'ex- 
poser ici, que la valeur de F ne peut être exprimée en termes finis, au 
moyen de quantités algébriques, logarithmiques et circulaires, ou, ce 
qui revient au niême, par une fonction algébrique de quantités dont 
les exposants soient constants, nuls ou variables; or, les fonctions de 
ce genre étant les seules que l'on puisse exprimer indépendamment 
du signe A toutes les intégrales qui ne peuvent se ramener à des 
fonctions semblables sont impossibles en termes finis. 



B = 



ET DE LA FIGURE DES PLANETES. 361 

Si le sphéroïde elliptique n'est pas homogène, mais qu'il soit com- 
posé de couches elliptiques variables de position, d'excentricité et de 
densité, suivant des lois quelconques, on aura l'attraction d'une de 
ses couches, en déterminant, par ce qui précède, la différence des 
attractions de deux sphéroïdes elliptiques homogènes de même den- 
sité que cette couche, dont l'un aurait pour surface la surface exté- 
rieure de la couche, et dont l'autre aurait pour surface la surface 
intérieure de cette même couche; en sommant ensuite cette attraction 
différentielle, on aura l'attraction du sphéroïde entier. 

Deuxième Section. 
Du développement en série des attractions des sphéroïdes quelconques. 

Vin. 

Considérons généralement les attractions des sphéroïdes quel- 
conques. Nous avons vu dans l'article IV que l'expression V de la 
somme des molécules d'un sphéroïde, divisées par leurs distances à un 
point attiré, a l'avantage de donner, par sa différentiation, l'attraction 
de ce sphéroïde parallèlement à une droite quelconque; nous verrons 
d'ailleurs, en parlant de la figure des planètes, que l'attraction de leurs 
molécules se présente sous cette forme dans l'équation de leur équi- 
libre; ainsi nous allons nous occuper particulièrement de la recherche 
de V. Soient, comme ci-dessus, a, 6, c les coordonnées du point attiré; 
X, j, z celles d'une molécule du sphéroïde; nommons, de plus, r la 
distance >Jà^ -h 6' -h c* du point attiré, à l'origine des coordonnées que 
nous supposerons dans l'intérieur du sphéroïde; 6 l'angle que forme 
le rayon r avec l'axe des x\ xs l'angle que forme le plan qui passe par 
l'axe des x et par le point attiré avec un plan invariable passant par les 
axes des x et des j. Nous aurons 

a = rcos0, 6=: r sinôcoscr, c = rsin^sînny. 



Nommons ensuite R la distance v'a^'' -{-y^ -f z^ de la molécule à l'ori- 

OEtt¥res de L. —X. (fi 
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gine des coordonnées, et supposons que ô' et n' soient ce que devien 
nent les angles et u relativement à cette molécule; nous aurons 

x^^Rcosô', 7 = Rsin^'cosor', z=z Rsin^'sinm'. 

La distance 

de la molécule au point attiré sera donc égale à 

y//-i __ Q ,. n 1^ cos d cos ô'4- sin ô sin B' cos ( w — cy')] -+- R*; 

d'ailleurs la molécule du sphéroïde est égale à 

R«rfRrfô'e/Gj'sinô'. 
Nous aurons donc 






:=. ? 



cos s cos 0'-h sin 9 sin 0' cos ( gj — gj' )] -+- R* 

l'intégrale relative a R devant être prise depuis R = ogusqu'à la valeur 
de R à la surface du sphéroïde; l'intégrale relative à o' devant être 
prise depuis cy == o jusqu'à n = 36o^ et celle qui est relative à 0' de- 
vant être prise depuis 0'= o jusqu'à 0'= i8o^. 

J'ai observé, dans nos Mémoires pour l'année 1779 ('), que les inté- 
grales des équations linéaires aux différences partielles du second 
ordre n'étaient souvent possibles qu'au moyen d'intégrales définies, 
semblables à l'expression de Y; ainsi, lorsqu'on a de semblables inté- 
grales, il est facile, dans un grand nombre de cas, d'en tirer des équa- 
tions aux différences partielles, dont la considération peut fournir des 
remarques intéressantes et faciliter la réduction des intégrales en 
séries. Dans le cas présent, il est facile de s'assurer, par la difieren- 
tiation, que, si l'on fait cosO = [x, on aura l'équation suivante aux 
différences partielles 



A-<] 



(1) Ci-dessus, p. 54 et suivantes. 
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nous verrons dans la Section suivante toute la théorie des attractions 
des sphéroïdes très peu différents de la sphère découler de cette 
équation fondamentale. 

IX. 

Supposons d'abord le point attiré extérieur au sphéroïde; si Ton 
réduit V en série, elle doit être, dans ce cas, descendante par rapport 
aux puissances de r, et par conséquent de cette forme 

\](o) u(i) u(i) u(i) 

V = \ r -4- 



/• /•* r* r* 



Si l'on substitue cette valeur de V dans l'équation précédente aux dif- 
férences partielles, on aura, quel que soit i. 






oi]^^n d»uï'> 



. H r- -+-/(! 4-0 Uî'^ 

et il est visible, par la seule inspection de l'expression intégrale de V, 
que U^'^ est une fonction rationnelle et entière de [x, \/i ~" (ii^sincr et 
\/i — [x^coscr, dépendante de la nature du sphéroïde. Voyons com- 
ment on peut la déterminer. 
Nommons T le radical 



—-= y- 



y/r*— 2rH[cosÔcos&'-h siiiôsinô' cos(Gy — or')] -H R* 



nous aurons 



"f'-"'»!] 






cette équation subsisterait encore en y changeant en 0', n en n\ et 
réciproquement, parce que T est une pareille fonction de ô' et de u', 
que de ô et de u. Si l'on réduit T dans une suite descendante relative- 
ment à r, on aura 

Q(0) Q(i)R Q(«)Rt Q(»R» 

1 1 r ! --' H r h. . ., 

r r* r' r^ 
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Q^'^ étant, quel que soit i, donné par cette équation 



-r<-'-'t^'i 



d'Q 



(I) 



dm'- 



+ -7— jr +'■('■+ •)Q"', 



di, 

et, de plus, il est visible que Q^'^ est une fonction rationnelle et entière 
de (X et de v'i — [X* cos(cy — cy'). Q^'^ étant connu, on aura U^'^ au moyen 
de Téquation 

{](')= fW^^dR Q(i^dfn' de' suie' =: j-^^ fR'^^'Q^^>dfs'de'sir\e', 

W étant le rayon R prolongé jusqu'à la surface du sphéroïde; or on a, 
par la nature du sphéroïde, R' en fonction de 0' et de n'; en substi- 
tuant donc cette fonction dans la valeur de U^'\ il ne s'agira plus que 
d'exécuter, par les méthodes connues, les intégrations relatives à u 
et 0'; mais pour cela il est nécessaire de déterminer Q^'\ 

Développons cette quantité suivant les cosinus de l'angle ex — ex' et 
de ses multiples, et nommons 6 le coefficient de cos/i(cr — u') ; en sub- 
stituant dans l'équation précédente aux différences partielles en Q^'^ le 
terme 6cosn(cy — ex'), on aura pour déterminer 6 l'équation aux diffé- 
rences ordinaires 

"["-"■'Il „.5 .,. ,, 

= — ^= -r ^-^ ; -h «(*-+- 1)6, 

a/X I — jJL- ^ 

S étant une fonction rationnelle et entière de [x et de cos6', si n est 
pair ou zéro, et étant égal à une pareille fonction multipliée par 
sinO'v^T^ [L^, Si n est impair. 

L'équation précédente ne renfermant point l'angle 9\ il est clair que 
cet angle ne peut se trouver que dans les deux constantes arbitraires 
de l'intégrale; de plus, cette équation étant linéaire, elle a deux va- 
leurs particulières, qui, étant respectivement multipliées par des con- 
stantes arbitraires et ensuite ajoutées, donnent l'intégrale complète; 
or il n'y a qu'une seule de ces deux valeurs qui puisse être une fonc- 
tion rationnelle et entière de [x; il n'y en a pareillement qu'une seule 
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qui puisse être égale au produit de v^i — (x* par une fonction ration- 
nelle et entière de [Ji : car, si Ton substitue de pareilles fonctions pour 6 
dans l'équation précédente, on verra facilement que, en partant de la 
plus haute puissance de (x, tous les coefficients des puissances succes- 
sives de cette variable seront entièrement déterminés par ceux qui 
précèdent, en sorte qu'il ne restera que le premier d'arbitraire. En dé- 
signant donc par X cette valeur particulière de S, qui est rationnelle et 
entière en [x, si n est pair, ou celle qui est égale à v/i — [x' multiplié 
par une fonction rationnelle et entière en [x, si n est impair, on aura 
6 = HX, H étant une fonction de 0'. Pour la déterminer, on observera 
que, les deux angles 6 et 6' entrant de la même manière dans T, si l'on 
fait cosO'= (x', les équations différentielles en Q^'^ et 6 subsisteront 
encore en y changeant (x en (x'; 6 est donc une pareille fonction de (x' 
que de (x; partant, si l'on désigne par X' ce que devient X lorsqu'on y 
change [x en [x', on aura H = yX', y étant une fonction de i et de n in- 
dépendante de [X et de [x'. On aura donc 

c'est-à-dire que 6 peut se décomposer en trois facteurs, dont le pre- 
mier est une fonction de i et de n sans [x ni [x', dont le second est fonc- 
tion de [X, et dont le troisième est une fonction semblable en [x'. 

X. 

Cherchons d'abord la valeur de 6 lorsque /i = o. Pour cela, nous 

observerons que, si dans l'expression de T on suppose 8inO'= o, elle 

deviendra 

I 



d'où l'on tire 

ï . 3 . 5 . . . ( 2 1 — I ) r , I ( I — I ) 

= ^ I fi' — : — i-. a'-« 

2(2* — i)*^ 



,.3.a. („-,) r 

I .2.3. . .< I "^ 



2.4(2«-l)(2«-3) ^ •••]' 
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et, comme cette valeur de Q^'^ est indépendante de l*angle u — o', elle 
sera égale à ce que devient S lorsque /i = o, et lorsqu'on y fait d'ailleurs 
u.'= I. Maintenant, si l'on prend pour la fonction X cette valeur même 
de Qf'\ puisqu'elle est égale à yXX' lorsqu'on fait ul'= i dans X', il est 
clair que l'on aura, dans ce cas, yX'= i. Or, si dans l'expression de T 

on fait à la fois (x = i et (x'=i, elle devient _ ^ ; partant Q^'^ se 

réduit à l'unité, ou, ce qui revient au même, on a yXX'=: i; mais on a 
yX'=i : donc X se réduit à l'unité lorsqu'on y fait (x = i, ce qui a lieu 
également pour X' lorsqu'on y fait [jl'= i. On aura ainsi 



et 



^_ 1.3.5. ..(21-1) r ^'(^'— /-t ^ ^'(^'-0(<-^)(^'— 3) 

1.2.3. ..£ l'^ 2(21 — 1)^ 2.4(21 — l)(2« — 3) 

__ i(i-i)(^--2)(i-3)(/-4)(i-~5) 1 

2.4.6(2*-l)(2Z-3)(2/-5) ^ -f-'-J- 

En changeant [x en [x' dans cette valeur de X, on aura X'; on aura 
ensuite 6 = XX': ce sera la partie de Q^'^ indépendante de l'angle 



Vf — tj . 



Cette partie est la seule à laquelle on doit avoir égard, relativement 
aux sphéroïdes de révolution, dont l'axe des j? est l'axe même de révo- 
lution, car alors, R' étant indépendant de car', le terme €cosn(u — ct'), 
substitué pour Qf'^ dans l'intégrale / H'^^'Q^'Vo'c/O'sinO', donne un 
résultat nul, excepté lorsque /? = o; on aura donc alors 

m 

X et X' étant déterminés par ce qui précède, et l'intégrale relative à (x' 
devant être prise depuis (x'= i jusqu'à (x= — i. Il suit de là que, si 
l'on suppose 

i -f- o «^ 

et que l'on nomme \^^\ X^*^ X^^\ ... les valeurs de X lorsqu'on y fait 
successivement / = o, 1 — i, 1 = 2, . .., l'expression de V relative aux 
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. sphéroïdes de révolution sera 

1(0)^(0) x^')A^»> X<»>Af*) Xf»îA<»> 



f p* »•• f* 



r* r 



Si ron fait [Ji = i, on aura la valeur de V relative à un point placé sur 
le prolongement de l'axe de révolution, à la distance r de l'origine des 
coordonnées; et, comme alors on a, par ce qui précède, 

on aura 

^, A(«J A(») A^«) A^») 
/• r' r* /•♦ 

Ainsi, lorsqu'on aura déterminé en série la valeur de V relative à un 
point placé sur le prolongement de l'axe de révolution, on aura cette 
même valeur relativement à ufi point quelconque placé à la même 
distance de l'origine des coordonnées, mais sur un rayon qui fait avec 
l'axe de révolution un angle dont [x est le cosinus, en multipliant les 

termes de la première série respectivement par \^^\ \^^\ ys^\ 

Lorsque le point attiré est placé sur le prolongement de l'axe de 
révolution, il est aisé de voir que, en nommant x Tabscisse et y l'or- 
donnée du méridien du sphéroïde, et en représentant par j = X 
l'équation de ce méridien, on aura 

V = 271 fdx [^ — /• -H v^— ~r )« -f- X* ], 

l'intégrale .devant s'étendre à l'axe entier de révolution; cette inté- 
grale réduite, dans une suite descendante par rapport aux puissances 
de r, donnera les valeurs de Af®>, A^^^ k^^\ 

XI. 

Considérons maintenant l'expression générale de 6 lorsque n n'est 
pas nul. Si l'on fait, dans l'expression de T, cosô'= o, on aura 

Tm 



y 



sJT*— a /• R sinô ces (© — xa' ) + R* 
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ce qui donne, dans ce cas, 

2.4(21 — l) (Ql — 3) '^ ' ^ ' 

- ]• 

En développant cette fonction en cosinus de Tangle cr — a' et de ses 
multiples, il est aisé de voir que Ton n'aura que des multiples pairs 
ou impairs, suivant que i sera lui-même pair ou impair» et que le coef- 
ficient de cos/i(cr — cr') sera égal à 



a.4.6...(i-+-/i).a.4.6...(i — /i)L 2(21 — 1)^ ^^ 



(|-'-/»^)[(i~2)«-/i'] h» 

2.4(2« — l)(2l — 3) ^ '^ ^ 



] 



ce sera la valeur de 6 ou de yXX' lorsqu'on fait (x'= o dans X'. En pre- 
nant donc pour X la partie de ce coefficient qui est comprise entre les 
deux parenthèses, on aura 

,., i..3.5...(2* — i) 

' 2.4.6. . .(«4- n). 2.4.6. . .(« — n)' 

^ étant supposé nul dans X\ Cette équation donnera y, mais on l'ob- 
tiendra plus simplement de cette manière. 
Si l'on fait à la fois, dans T, (x et [x' égaux à zéro, on aura 



T = 



1 t. 



r étant le nombre dont le logarithme hyperbolique est l'unité. Le 
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coefficient de ___ 

OU, ce qui revient au même, de 

dans le développement de cette fonction, est égal à 

1 .3.5. ..(*-+- /i — i). 1.3.5. ..(* — /i — i)^ 
2.4.6...(i-h/i).2.4.6...t* — n) ^ 

c'est la valeur de 6 ou de yXX' lorsqu'on y fait (x et (x' nuls; or on a, 
dans cette hypothèse, X = X' : on aura donc ainsi la valeur de yX'*. En 
la combinant avec celle que nous venons de trouver pour yX', il est 
facile d'en conclure 

2( l4-/l-l-l)(l -4-/14-3)... (2 * — l)(*— /H-l)(l — /l4-3)...(2< — l)^ 

' 2.4.6...(l-f-/l).2.4.6...(* — /l) * 

kl valeur générale de 6 sera, par conséquent, 

ç, 2(£ -h /l -f- l). . .(2« — l) (* — /l -h l). . .(2« — l) 

2.4. . .(« -4- /0«2*4« • •(' — ^) 
Si l'on fait successivement, dans le terme 6cos/i(cr — u'), 



/t=:l, /t=:2, ..., /t = /y 



la somme de ces termes sera la partie de Q^'^ dépendante de l'angle 
t7 — xs\ en lui ajoutant la partie qui en est indépendante, et que nous 
avons déterminée dans l'article précédent, on aura la valeur entière 
de Q^'\ d'où l'on tirera celle de U^'\ et par conséquent la valeur de V 
en série. 
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XII. 

Cjitle wzhur est relatire aux pointa extérieurs; mais, si le point 
attiré eM (#lacé dans Fintérieur du sphéroïde, il faut alors développer 
Texpreft^^ion de V de l'article VIII dans une suite ascendante par rap- 
port il r, ce qui donne 

Pour déterminer i^^\ on observera que Texpression de T, réduite 
dani» une suite ascendante par rapport à r, devient 

les quantités Q^*^ Q^*^ Q^'^ étant les mêmes que ci-dessus; on aura 
donc, par Tarticle VIII, 

maiHt comme Pcxprcssion précédente de T en série n'est convergente 
qu*ttulant que R est plus grand que r, nous ne considérerons la valeur 
de v^'^ qun relativement à une couche dont la surface intérieure est 
Hphérique et d*un rayon quelconque a plus grand que r, et dont le 
rayon de la surface extérieure est R', ce qui revient à prendre Tinté- 
grain relative ii R depuis R = a jusqu'à R = R'. Nous aurons ainsi la 
viiliMir dr V relative k cette couche, et, pour avoir celle qui est relative 
lui Mph/^roïde entier, il suffit de lui ajouter la valeur de Y relative à 
une K|dl^re de rayon a, valeur que l'on trouvera facilement être égale 
il uTtri" - jTtr". 

Si le sphéroïde est de révolution, il est aisé de voir, par l'analyse de 
Tarliele X, que l'on aura la valeur de Y relative à la couche dont nous 
venons de parlor, en déterminant cette valeur lorsque le point attiré 
eMl situé dans l'axe de révolution» en la réduisant dans une série 
MMcondanle par rapport aux puissances de r» et en multipliant ses 
lermoM rospoolivement par V^\ V^K X^*\ .... 
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Troisième Section. 
Des attractions des sphéroïdes très peu différents de la sphère. 

XIII. 

Les résultats que nous venons de présenter sur les attractions des 
sphéroïdes quelconques se simplifient relativement aux sphéroïdes 
très peu différents de la sphère, et donnent une théorie complète de 
leurs attractions, en les supposant même hétérogènes. 

Considérons d'abord le cas où le point attiré est extérieur au sphé- 
roïde, et reprenons la formule de l'article VIII 



J y/r«— 2rR 



[ cos Q ces ô'-i- sin B sin B' cos ( cj — oj' )] -h R* 

Supposons que le rayon R', mené du centre du sphéroïde à sa sur- 
face, soit très peu différent de la constante a, en sorte que l'on ait 

a étant un très petit coefficient dont nous négligerons le carré et les 
puissances supérieures, et y étant une fonction quelconque de \x ou 
de cosO et de l'angle xs. 

Cela posé, si l'on conçoit une sphère dont le centre soit celui du sphé- 
roïde et dont le rayon soit a(i -+■ oLy)^ (x et ir étant supposés constants 
dans y, il est clair que la valeur de Y relative au sphéroïde sera égale 
à sa valeur relativement à cette sphère, plus à la valeur de V relative 
à l'excès du sphéroïde sur k sphère. La première de ces deux valeurs 
étant, par l'article VI, égale à la masse de la sphère divisée par r, 
sera |tc ^ y^-^^f) . Quant à la seconde, on la déterminera en faisant, 
dans l'expression intégrale de V, 

R = a et dR = aa{y^ y), 

y étant ce que devient y lorsqu'on y change et a en 0' et a' ; on aura 
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ainsi, pour la valeur de Y relative à un sphéroïde très peu différent de 
la sphère, 

( y — y) dos' dO* s\nQ' 






lar [cosd cos6'-h sin^sin^ cos(fD — ibj')] -h a' 



Si Ton différentic cette équation par rapport à r, on aura 

/(/--y)*ij'€/e'sin9'îr — a[coseco8e'-4-8inesin©'cos(Bj — «y')]i 







cos9cos0'-+-sinO8in*Oco8(Bj — Bj')]-ha*j 



ce qui donne à la surface du sphéroïde, où r = a(i -h 0Ly\ 

d\ , , , /* (v'— y)rfw'€/0'8in6' 

— -T- =Î7ra(i-+-«j^)-+-aa / , ^^ «^ ' -; 

^'* y a* V ' ~" cosôcosô'— sin9 sin0'cos(fST — isj') 



mais la valeur de Y devient dans ce cas 






"Itt. 



COS0 cosô' — sind sîn B' cos(fir — m') 



on a donc à la surface du sphéroïde cette équation remarquable 

(6) -a^:=|^a«4.iv. 

Reprenons maintenant la formule de Tarticle IX 

Uî*> U^»> U<«> Uf»J 
r r* /•* r* 

Puisque le sphéroïde diffère très peu d*une sphère du rayon a, il est 

évident que Ton aura, aux quantités près de Tordre a, Y = fic— > 

d'où il suit que dans la formule précédente : i® la quantité U^^^ est 
égale à l'ira', plus à une très petite quantité de l'ordre a, et que nous 
désignerons par U'^'*; 2® les quantités U^*^ U^'^ . . . sont très petites de 
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l^ordrc a. Si Ton differentie celte formule par rapport à r, on aura 

âY _, a» UW 2Uf*> 3U^«) 

on aura par conséquent, a la surface où r = a(i -h aj), 

()V , ,, , UW aU^«) 3U<«> 



dr * *^ a a* a^ 



• • • • 



La valeur précédente de Y donne à cette surface 

\]f(o) xjcn u(i) 

en substituant donc ces valeurs dans Téquation (6)» on aura 

UW 3U^*) 5Uf«) 

4a7ca*y = 1 1 r h. . .. 

•'a a^ a* 

Partant, si l'on conçoit j sous cette forme 

les quantités Y^^ Y(*>, Y^^\ ... étant, ainsi que U^, U<*>, li^^K ..., 
assujetties à celte équation aux différences partielles, 






0= — != 5 i--^ H r- -+-i(i -H i)Y<''; 

on aura généralement, en comparant les fonctions semblables. 



2 « -H l 



d*oû Ton tire 



(7) V = >-7r- 4-4«7r-fYt»)4-^Y^*)-h^,Y(«)4-— ,Y 



<»^-4-... . 



Il ne s'agit donc plus, pour avoir Y, que de réduire y sous la forme 
que nous venons de lui supposer. Nous allons donner pour cet objet 
une méthode fort simple, lorsque l'équation de la surface du sphé- 
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roidc, rapportée à trois coordonnées orthogonales, est une fonction 
rationnelle et entière de ces coordonnées. 



XIV. 

Si l'on nomme x^, y, z" ces coordonnées, l'équation de la surface 
du sphéroïde pourra être mise sous cette forme 

o(a7",y, 5") étant une fonction rationnelle et entière de af^y^s". 
Soit / le degré de cette fonction : comme elle est multipliée par a, on 
pourra y substituer, au lieu de z", sa valeur \/a* — af^ — y^ , qui est 
approchée aux quantités près de l'ordre a; elle sera ainsi composée 
de deux parties : l'une rationnelle et entière, en af et y, de Tordre 1, 
et l'autre rationnelle et entière de l'ordre i—\ et multipliée par 
\[a^ — ôf^ — y"^. Le nombre des coefficients de la première partie est 
^'"^J.iA* — L!, et celui des coefficients de la seconde est — — ^>en 

sorte que le nombre de coefficients de la fonction entière est (1 + i)'. 
Cola posé, si l'on nomme, comme ci-dessus, a(i + aj) le rayon du 
sphéroïde; l'angle que forme ce rayon avec l'axe des af\ xs l'angle 
que forme avec le plan des x" et desy celui qui passe par l'axe des af 
et par le point de la surface déterminé par les coordonnées af,y 
ol z"\ on aura, en faisant cosO = [x, 

y^:=. a( 1 4- ay)v/i — fx* cosgj, 
5''=a(i H-ay)v/i — jUL* siniïT; 

Téquation précédente donnera donc, en négligeant les quantités de 
Tordre a", 

Ootle dernière fonction peut être mise sous la forme 
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car, Y^'^ étant une fonction rationnelle et entière de (x, \/{i — pL*)coscr 
etV(i — pL^)sinGF, qui satisfait à Téquation aux différences partielles 






I — a* ' 



il est visible qu'elle sera composée : i® d'une partie indépendante 
de 17 et qui aura un coefficient indéterminé; 2^ de parties multipliées 
par 

cosTiTy cosacT, cosSgj, ...y cosm, 

qui auront chacune un coefficient indéterminé; 3"^ de parties multi- 
pliées par 

et qui auront chacune un coefficient indéterminé. Le nombre des coeffi- 
cients indéterminés de Y^'^ sera donc 2£-i- i, et par conséquent celui 
des coefficients indéterminés de la fonction Y^*^-hY^*^-i-Y^^^4-. ..h-Y^'^ 
sera (i-f-i)*; il sera donc le même que celui des coefficients de la 
fonction ç(a(x, ayi — (x^cosu, ayj\ — (x'sincr), d'où il suit que l'on 
peut transformer la seconde de ces deux fonctions dans la première. 
Cette possibilité étant une fois démontrée, on pourra exécuter la trans- 
formation de la manière suivante. 
L'équation précédente aux différences partielles donne celle-ci 






OU, ce qui revient au même, 



['-'■•'I] 






=::_,.aY(t)_2.3Y(«) — 3.4Y<»)^...— i(i-hi)Y<'>. 
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Eo suivant ce procédé, il est aisé de Toir que, si Ton fait 



['-^'>%\ 






ait I — n' 



^'--'^ 






i — 7 ' 



4<--'=^'J 



d\k I — f* 



*■. =/<». 



on aura les i + i équations 

Y^») 4- Yt' H- Y'«î -H. . . -f- Y^'>=7, 

i.aY^'4-a.3Y'« ^-... -h 1(1 -Ki)Y '>= — /<*', 

(I .a)«Y'«- -+- (a.3)«Y(»îH-. . .-h [i(« H- i)]»Y<« =/<«>, 

(i.ayY^'>H-(a.3yY'«î-h...-h[i(i-f-i)pYt')=::(— i)'j<'\ 

On déterminera, au moyen de ces équations, les i + 1 quantités Y^*\ 
Y^f}^ \w^ _^ ee qui sera d'autant plus facile que chaque inconnue 
étant, dans ces diverses équations, multipliée par les puissances suc- 
cessives d*un même nombre, il existe des méthodes très simples pour 
avoir, dans ce cas, les inconnues. 

Les expressions de y^K y^\ ... se présentent sous une forme frac- 
tionnaire; mais, puisqu'elles sont égales à la somme des fonctions 
entières Y^*^ Y'\ Y*\ .... multipliées par des constantes, on voit. 
a priori, qu'elles doivent être, ainsi que v, des fonctions rationnelles 

et entières de 

fjL, y'i — ^*cosiF et v^^m'^^uv. 

Le nombre des quantités Y*'*', Y'^*-, ... est fini toutes les fois que 
Téquation du sphéroïde est une fonction finie et rationnelle de af, 
y^ z\ Dans ce cas, la formule (7) de l'article précédent se termine, 
et le nombre de ses termes est égal au degré de Téquation du sphé- 
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roide, augmenté de deux unités. Si cette équation était telle que Ton 
eût j' = Y^'^, la valeur de V relative à l'excès du sphéroïde sur la sphèn^ 
dont le rayon est a» ou, ce qui revient au même, à une couche sphé- 

rique dont le rayon est a et l'épaisseur aoy, serait r-^- ,xuv*i ^'^"' 

cette valeur serait, par conséquent, proportionnelle h ^v, et il est 
visible que ce n'est que dans ce cas que cette proportionnalité peut 
avoir lieu. 

Lorsque la surface du sphéroïde est du second ordre, on peut, en 
déterminant convenablement l'origine des coordonnées, réduire son 
équation à cette forme j = Y^'>; ainsi la valeur de V, relative h l'excès 
de ce sphéroïde sur une sphère dont le rayon est a, est proportion- 
nelle à l'excès du rayon du sphéroïde sur celui de la sphère. 

XV. 

Supposons maintenant le point attiré dans l'intérieur du sphéroïde; 
nous aurons, par l'article XII, 

f^'^ étant égal à jUîzidKdu/dQ'sinQ^ et cette valeur étant relative ii 

une couche dont la surface intérieure est sphériquo et de rayon a, et 
dont le rayon de la surface extérieure est R', en sorte que, si l'on fait 
R'= a(i H- ay),y étant une fonction de or' et de 0', semblable ia celle 
de j en c7 et 6, on aura, aux quantités près de l'ordre a', 

(;<') =:-^^fy Q(0 dra' dQ' sin B'. 

Maintenant on a, par l'article XIII, relativement aux points exlé- 

rieurs, 

^ , a» UW U<«) U<«) 

et il est clair que, jic— étant la valeur de Y relative à une sphfere dont 
le rayon esta, la partie 1 j- -f- .. . de 1 expression precédenlr 

QEuireê de L. — X. f^H 
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de V Mt relative à ane coache dont le ra-voa iatériear est a, el dont le 
rayon extérieur est a( i -k %y ). Or on a, par rarlicie IS, 

ainsi, poor que cette valeur :^>it aaiqaeineiit relative à la coache dont 
nous Tenons de parier, il faut que, en ne prenant Pintégrale relative 
à R que depuis R = o jusqu'à R = a, on ait U '^ = o. On aura la partie 
de U ' qui dépend de Fintégrale prise depuis R = a josquli R = R' ou 
R = a^ I -h xV) en faisant dans cette expression R = a et i/R= ao/, 
d*oii Ton tire 

partant 



.^==1 



^u^xy 



mais on a, par Tarticle XIIK 



l ' — ^—. Y * ; 



donc 



p 



^ni 






La valeur de V reiatÎTe à un point iotérieur sera ainsi 



( 



\ i« i«* 7«* / 



XVI. 

Cette formule et la formule V7^ ^^^ Tarlicle XIII embrassent toute la 
théorie des attractions des sphéroïdes homo(;ènes : il est facile d*en tirer 
celle des attractions des sphéroïdes kèlérofènes, quelle que soit la 
loi de la variation de la fi^re et de la densité de leurs couches. Pour 
cela, soit a^i -k xv^ le rayon d'nne des couches d*an sphéroïde hété- 
rogène, et supposons que v soit souscette forme Y*'-*- Y ''-4- Y'-^^-f-..., 
les coefficients qui entrent dans les quantités Y^^, T '\ •*. étant des 
fonctions de a. et par conséquent variables d*une couche à Tautre. Si 
Ton prend la différentielle en a de la valeur de Y' donnée par la for- 
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mule (7) de Tarticle XIII, et que Ton nomme p la densité de la couche 
dont le rayon est a(n- aj), p étant une fonction de a, la valeur de V 
correspondante à cette couche sera, pour un point extérieur» 

ôr^ r ^ \ ôr 5r* / 

cette valeur sera donc, relativement au sphéroïde entier, 

I 

les intégrales étant prises depuis a = o jusqu'à la valeur de a qui a 
lieu à la surface du sphéroïde et que nous désignerons par a. 

Pour avoir la valeur de V relative à un point intérieur, on détermi- 
nera d'abord la partie de cette valeur qui est relative à toutes les 
couches dans l'intérieur desquelles ce point se trouve, on lui ajoutera 
ensuite l'autre partie de cette valeur, qui est relative à toutes les 
couches auxquelles ce point est extérieur. 

On aura la première de ces deux parties en difTcrentiant la for- 
mule (8) par rapport à a; en multipliant ensuite cette différentielle 
par p et en en prenant l'intégrale depuis a = a jusqu'à a = a, a étant 
la valeur de a relative à la couche sur laquelle se trouve le point attiré. 
On aura ainsi pour cette première partie de V 

a7r/prfa«-^4«îr rp^(«*Y(o>-f- y ¥(>>+ y Yf«)-h ^Y<»)H-...y 

La seconde partie de V sera, par ce qui précède, 

ces dernières intégrales étant prises depuis a = o jusqu'à a=::a. On 
aura donc, pour la valeur entière de Y relative à un point intérieur, 

( V = 27r/p^«-^4a7r Tpe/^an'^^J^-y Y^«>-hÇY<*)-h-~Y<»>-f-...) 



}m THEORIE Ùlà \rTR\ClîO%é ÙKé âPBERO 

l^«k deux pr RiniêrR!! infe^n^leH <»uat priâe» depnû ^x = iz juaqa'a a = a^ 
«*t l<*H deux rfi^rniére* ^tant pna«»îi iepai» a = a josqnli a^a. U fout, 
di» piiii^, après U»H intégratioQ:i<r :Hibf»litaera aa lieu tje rdans les termes 

mii{riplié«i par «^ et ^ — ^ aa lieu de - dans le terme j^ / 5<&^. 



QcATBneaiE S«cno!f. 
De la figuTff des pka^ètes. 

XVTF. 

L*obt!H»rvation noari apprend qae les planètes sont des spiiéroîde> 
très pea différent§ de la ^pbère, et Tanalogie nous parte à penser qae, 
!H»mblables à la Terre, elleri sont recoorertes^ an moins en partie, d*an 
(laide en équilibre : ce sont les conditions de cet éqniiibre qui déter- 
minent leurs figures et, par cette raison, noos allons rappeler ici Té- 
qnatioD générale de Féquilibre d*une masse Suide sollicitée par des 
forces quelconques. 

Si Ton nomme p la densité d^une molécule fluide; II la pression 
qa*elle éprouve; F, F, F» ... les forces dont elle est animée; d/^ df ^ 
df^ ... les éléments des directions de ces forces, Téquation générale 
de Téquilibre de la masse fluide sera, comme Ton sait. 

Supposons que le second membre de cette équation soit une diffé- 
rence exacte^ II sera nécessairement fonction de p; ainsi, relatiTement 
aux couches de densité constante, on aurai/II = o et, par conséquent', 

o^H df -^V df ^V df ^ . . ., 

équation qui indique que la résultante de toutes les forces F% F, F% ... 
est perpendiculaire à la surface de ces couches, en sorte qu'elles sont 
en même temps couches de niveau. H étant nul à la surface extérieure, 
p doit y être constant, et la résultante de toutes les forces qui animent 
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chaque molécule de cette surface lui est perpendiculaire; cette résul- 
tante est ce que l'on nomme pesanteur. Les conditions générales de 
l'équilibre d'une masse fluide sont donc : i^ que la direction de la 
pesanteur soit perpendiculaire à chaque point de sa surface extérieure ; 
2^ que, dans l'intérieur de la masse, les directions de la pesanteur de 
chaque molécule soient perpendiculaires à la surface des couches de 
densité constante. Gomme on peut, dans l'intérieur d'une masse ho- 
mogène, prendre telles couches que l'on veut pour couches de densité 
constante, la seconde des deux équations précédentes de l'équilibre 
est toujours satisfaite, et il suffit pour l'équilibre que la première soit 
remplie, c'est-à-dire que la résultante de toutes les forces qui animent 
chaque molécule de la surface extérieure soit perpendiculaire à cette 
surface. 

Relativement aux planètes, les forces F, F', F", . . . sont produites 
par l'attraction de leurs molécules, par la force centrifuge due à leur 
mouvement de rotation et par l'attraction de corps étrangers. 11 est 
facile de s'assurer que, dans ce cas, la différence F df-^ T df -{-... est 
exacte; mais on le verra clairement par l'analyse que nous allons 
faire de ces différentes forces, en déterminant la partie de l'intégrale 
Yd/'^Y' df -h...) qui est relative à chacune d'elles. 

Si l'on nomme ^M une molécule quelconque du sphéroïde et /sa 
distance à la molécule attirée, son action sur cette dernière molécule 

sera -j^; en multipliant cette action par l'élément de sa direction, qui 

est — d/f puisqu'elle tend à diminuer/, on aura, relativement à l'ac- 
tion de la molécule ^M, 

fYd/=^. 

d'où il suit que la partie de l'intégrale f{Ydf'\'Y'df-^...) qui 
dépend de l'attraction des molécules du sphéroïde est égale à la 
somme de toutes ces molécules divisée par leurs distances respec- 
tives à la molécule attirée : nous représenterons cette somme par Y^ 
comme nous l'avons fait précédemment. 



/( 
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Dans la théorie de la figure des pianëtest on ne se propose point de 
déterminer leur équilibre dans Tespace absolu» mais seulement Téqui- 
libre de toutes leurs parties autour de leurs centres de gravité; il faut 
donc transporter, en sens contraire à la molécule attirée, toutes les 
forces dont ce centre est animé en vertu de Taction réciproque de 
toutes les parties du sphéroïde; mais on sait que, par la propriété de 
ce centre, la résultante de toutes ces actions sur ce point est nulle; il 
n'y a donc rien a ajouter à V pour avoir Teffet total de Tattraction du 
sphéroïde sur la molécule attirée. 

Pour déterminer l'effet de la force centrifuge, nous supposerons la 
position de la molécule déterminée par les trois coordonnées sf^ y 
et z'\ dont nous fixerons l'origine au centre même de gravité du sphé- 
roïde; nous supposerons ensuite que Taxe des x" est l'axe de rotation 
et que ^ exprime la force centrifuge due à la vitesse de rotation, à la 
distance i de l'axe. Cette force sera nulle dans le sens des ocT et égale à 
gy et gz'' dans le sens des j^'' et des js""; en multipliant donc ces deux 
dernières forces respectivement par les éléments dy et dsf de leurs 
directions, on aura ï^(y -+-«''') pour la partie de l'intégrale 
f (¥df-^ Y df + ...), qui est due à la force centrifuge du mouve- 
ment de rotation. 

Si l'on nomme, comme ci-dessus, r la distance de la molécule attirée 
au centre de. gravité du sphéroïde; l'angle que forme le rayon r avec 
l'axe des x\ et cf l'angle que forme le plan qui passe par Taxe des af 
et par cette molécule avec le plan des x^ et des y; enfin, si Ton fait 
cosO = (x, on aura 



d'où l'on tire 

Nous mettrons cette dernière quantité sous la forme suivante 

pour assimiler ses termes à ceux de V, c'est-à-dire pour leur donner 
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la propriété de satisfaire à l'équation aux différences partielles 

0=— ^= :z î-^ H ; -Hl(«H-l)P, 

dans laquelle P est un terme quelconque et i l'exposant de sa plus 
haute puissance en [x, car il est clair que chacun des deux termes 
^gr^ et — ^^r^(p.' — j) satisfait à l'équation précédente. Il nous reste 
présentement à déterminer la partie de l'intégrale 

/(Frf/4-Fe//'4-...) 

qui résulte de l'action des corps étrangers. 

Soient S la masse d'un de ces corps; / sa distance à la molécule 
attirée, et s la distance au centre de gravité du sphéroïde. Son attrac- 
tion sur la molécule sera -^; en la multipliant par Télément — d/ de 
sa direction et en l'intégrant ensuite, on aura ^' Ce n'est pas la partie 

entière de l'intégrale r(Frf/*-f- F'û[/"'-i-...) due à l'action de S; il faut 
encore transporter en sens contraire à la molécule l'action de ce corps 
sur le centre de gravité du sphéroïde : pour cela, nommons v l'angle 
que forme s avec l'axe des oc^\ et 4^ l'angle que forme le plan qui passe 

par cet axe et par le corps S avec le plan des x" et des y; l'action -^ 

de ce corps sur le centre de gravité du sphéroïde, décomposée paral- 
lèlement aux axes des of^ des y" et des s'', produira les trois forces 
suivantes (*) : 

S S s 

-jcosv, -^siavcos^, -^sinvsin^. 

s s s 

En les transportant en sens contraire à la molécule attirée, ce qui 

(*) Laplace avait pris pour cos forces des expressions inexactes, savoir 

S S S 

-j ( j cosv — J<), — (f sinv cos^ —y), -5 {s sinv %\xi^ — «'). 

U a corrigé celte méprise dans la Mécanique céleste. Nous avons cru pouvoir faire la 
correction dans le Mémoire actuel. (7Vo/<? de l'Éditeur.) 
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revient à les faire précéder du signe — * en les multipliant ensuite 
respectivement par les éléments daf^ dy et di' de leurs directions et 
en les intégrant, la somme de ces intégrales sera 

j(x''cosv -h.r'sinvcos^j; -h^^'sinvsin^) -f- const. 

La partie entière de l'intégrale /"(F rf/" -h F' c(/"'-f-...) due à Faction 
du corps S sera donc 

S S 

-z j{jr''cosv -h/^'sinvcosij/ 4-«''8invsinij;)-i-consl., 

et comme cette quantité doit être nulle par rapport au centre de gra- 
vité du sphéroïde, que nous supposons immobile, et que, relative- 
ment h ce point, / devient f, et af\ y, z" sont nuls, on a 



S 
consl. — 

5 



Maintenant / est égal à 



v/(5C0Sv — j/)*H-(isinvco8<j;— /'')'-f- (isinvsinvj; — js')*, 
ce qui donne, en substituant pour j;^,^ et z" leurs valeurs. 



/ v^5*— a5r[cos0cosv -f- sindsinvcos(fST— - ^)] 4- r* 

Si Ton réduit cette quantité dans une suite descendante par rapport 
aux puissances de 5, et que Ton représente cette suite par la suivante 



5 \ * 1* / 



il est aisé de voir, par l'article X, que, en faisant 

COSC^COSV 4-SindsinvC0S(!!J — lj;)=:d, 

^n aura généralement 

p(0_ /.3.5.,.(ai — i) 



;.5.,.(af^i) r^, _ t(i~i) ^^., ^ <(c — i)(i — a)(i~3) ^ .__^ _ "1 
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II résulte d'ailleurs de l'article IX que Ton a 

en sorte que les termes de la série précédente ont cette propriété com- 
mune avec ceux de V. On aura, cela posé, 

S S s 
j j(a:'co8v -h/'sînvcosv|;^-5''sinvsinv|;) 



= ^ ^p(î)4- jP(»)-f- JP<*^-f-. . .). 



S'il y a d'autres corps S', S", . . . , en désignant par s\ v', ^\ P', s", v", 
Y 3 P% ..• relativement à ces différents corps, ce que nous avons 
nommé 5, v, ^, P, relativement au corps S, on aura les parties de l'in- 
tégrale 

dues à leur action, en marquant successivement d'un trait, de deux 
traits, etc. les lettres 5, v, ^, P dans l'expression précédente de la 
partie de cette intégrale qui est due à l'action du corps S. 

Si l'on rassemble toutes les parties de cette intégrale et que Ton 
fasse 

s* 5'* 



a étant un très petit coefficient, parce que la condition d'un sphé- 
roïde très peu différent de la sphère exige que les forces perturba- 
trices soient très petites, on aura 

/(Fé//4-Fûr/'-+-...)=V4-ar«(Z<<^)4-Z<»)4-rZ<»)-t-r«Z(*)-f-...), 

OEuvres de L, — X. 49 
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Z^^ satisfaisant, quel que soit i, à l'équation aux différences partielles 



jhiz'-m 



L'équation générale de l'équilibre sera donc 

Si les corps étrangers sont très éloignés du sphéroïde, on pourra 
négliger les quantités r*Z^'^ ^*Z^*^ ..., parce que, les différents 
termes de ces quantités étant divisés respectivement par s*^ 5', ..., 
ï\ /S . . . , ces termes deviennent très petits lorsque s est très grand 
par rapport à r. Ce cas a lieu pour les planètes et pour les satellites, à 
l'exception de Saturne dont l'anneau est trop près de sa surface pour 
n'avoir pas égard aux termes précédents. Il faut donc, dans la théorie 
de la figure de cette planète, prolonger indéfiniment le second membre 
de la formule (11), qui a l'avantage de former une série toujours con- 
vergente; et comme alors le nombre des corpuscules extérieurs au 
sphéroïde est infini, les valeurs de Z^^\ Z^^\ . . . seront données en 
intégrales définies, dépendantes de la figure et de la constitution 
intérieure de l'anneau de Saturne. 

On peut observer que, si le sphéroïde est formé d'un noyau solide 
de figure quelconque recouvert par un fluide, l'équation (11) peut 
servir encore à déterminer la nature des couches de la partie fluide, 
en considérant que II doit toujours être fonction de p et qu'ainsi le 
second membre de cette équation doit être constant à la surface exté- 
rieure et à celles de toutes les couches de densité constante. 

XVIII. 

Considérons d'abord le cas où le sphéroïde est homogène. Nous 
avons vu dans l'article précédent qu'il suffit alors que l'on ait à la 
surface extérieure 

(12) V-+-ar«(Z<«)-f-Zt«)4-rZ<»)-t-r«Zf*)-f-...) = const. 



i 
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Si Ton substitue dans cette équation, au lieu de Y» sa valeur donnée 
par la formule (7) de l'article XIII, on aura 

4- a r«(Z<«) -h ZW 4- r Z^») -h r« Z<*) -h . . .) = const. ; 

ce sera l'équation de la surface du sphéroïde, en y substituant, au lieu 
de r, sa valeur à la surface 

On aura ainsi, en négligeant les quantités de l'ordre a', 

cousu = ^i:a^-\-^^^(Y(^)'-\Y^^^^^Y^*^'-lY^^^ -...) 

On peut supposer a tel que jtza^ = const., et, comme les fonctions Y^'^ 
et Z^'^ sont semblables, c'est-à-dire assujetties à la même équation aux 
différences partielles, leur comparaison dans l'équation précédente 
donnera généralement, i étant plus grand que l'unité, 

équation que Ton peut mettre sous cette forme 

l'intégrale étant prise depuis r=o jusqu'à r = a. On aura de plus 

Y(0)=:- Az(0). 
87: 

De là, il est facile de conclure que le rayon a(i-Haj) du sphéroïde 
sera donné par l'équation suivante 

(a(i4-a/) = ra-^Z<»)-haaYï»J-+-^(Z<«)-f-aZ<*>-ha«Z(*>-+-...). 
(i3)< 

! "^ ||/€/r(Z<«)4- rZ^'^-f- r«Zf*>4-. . .)]s 



<^txe oçuhûftic peut être swe mq» «ae iiir»e £ûf« ca «ikercïnt ^«e. 

S Si S 



r«%f*— »«r^ — 



J*r* 



^9 iiOTVt q«e rîAiffnlf / dnZ^ — rZ"* — . . . i ert CKÎle à dét^rmûi^r 
par le§ »éCbodf$ o&«Btter§. 

L*€^aaitioa prèoèdcsle de iphérpide fc i»i |>iae em é^wlibre ren- 
feme rio^èimuAée c et b fiMKtîoB T* » fu, detast satislaire à 
réqoatjoo an difleresees portielks 



'[-'■-^i 






e?4 de celle fo 



H« E\ E' éUBl des coeflieieots ÎBdêterwBés. Ob détenûnen ces con- 
sUnles par ia coodilioii que Fori^iie des coordoosées, d*oà ooiis sop- 
posons partir les rajous do spliéroide, est à son ceotre de graTÎIé, 
el par b masse M do sphéroïde, qœ doos sopposeroos coanae. Ces 
données fonmissenl les qoaire éqoatioBS sorvantes 



= 



=r fr dp. db % I — 1^ co$ V, 



= 



z=i J Y dp. da % I — p^ ans; 
Ira* — a«* i jrdfâdb^^M» 

Tînlégrale reblÎTe à \l étant prise depnîs ^i = i josqn'à ^ = — i, el 
i'intégrale reiatÎTe à a étant prise depuis a = o jnsqa*à u = 360"*. 



i 
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Pour exécuter ces intégrations, nous allons démontrer un théorème 
très général sur les fonctions de la nature de Y^'^ : 



Si Y^'^ et U^*'^ sont des /onctions rationnelles et entières «fe [x, y^ i — (x*-* cos n 
et \ i — [x* sincr, qui satisfont aux deux équations suivantes 



4'-^-'^'] 



o=-J ^^^^-=^4- , -+-i(i-f-i)Y'\ 






()«[Jf''> 



0/2 ai/TYi généralement 

lorsque i et i seront des nombres entiers^ positifs et différents entre eux, 
les intégrales étant prises depuis (x = i jusqu'à (x = — i et depuis = 
jusqu'à xs = 36o°. 

Pour démontrer ce théorème, nous observerons que, en vertu de la 
première des deux équations précédentes, on a 






diichs 



/ ()'Y<^> 



dyidTs; 



or on a, en intégrant par parties relativement à (x, 

UCJ — L 3 ^r^duL 

et il est clair que, si Ton prend l'intégrale depuis (x = i jusqu'à 
[X = — I, le second membre de cette équation se réduit à son dernier 
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t^ftm^. On â pamllmnent. «m int«i|rsuiC par parties rrfatnnrirnt à fsr. 






H r^i» ^lemnd ]ii«»inbre ie n»iiuit «encore a !ioii dernier terme If>r54|«e 
Tmc^^k est print^ «iepais *7 = o ]b9^1i ar=%o(*: oa aora âone 
ainsi 

M[tr— ji»)— — I ^^. I 

/Y*C* dS*d^ = ^ l^l'dudmk^ ^ J ^ ^^ > 

d*oè r<!Mi tire, en Terta tie b ^^toade des devx éq»iiie«i précédentes 
aux différences partielles* 

Ty C i/jL^=C-!^^^ rY'C^4» 

On aora dooe 

o= ^Y Z' dp, 

lor^^ue I est différent de i. 



Les quantités a, \ i — a^ cosc#, % i — a' sîdo étant comprises dans 
la forme U * , si Ton sobstîtae, dans les trois équations 



= J li^^^^ 



0=: 



oi= y fdpds^t — |i*cos^ 



o = 



/ fdp.4im%U — |i* sinv. 



an lieu de y^ sa valeor Y^*' -h Y • h- \''**-h- . ., elles se rédoisent par le 
théorème précédent aux trois suivantes : 

o = TY^^^/x^y/i — |UL* sincj, 

d'où il est aisé de conclure Y^*^ = o. 

L*équation 

lira*— *^ / ydiLdm=^ M 
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se réduit à celle-ci 

3 

en substituant donc, au lieu de Y^*^^ sa valeur — Q-55^*^ on aura. 



/ 3«Z(«)\ 8/3M 



XIX. 

L'équation (12) de l'article précédent a non seulement Tavantage 
de faire connaître la figure du sphéroïde, mais encore celui de donner, 
par sa différentiation, la loi de la pesanteur à sa surface, car il est 
visible que le premier membre de cette équation étant l'intégrale de la 
somme de toutes Tes forces dont chaque molécule est animée à la sur- 
face, multipliées par les éléments de leurs directions respectives, on 
aura la partie de la résultante qui agit suivant le rayon r, en différen- 
tiant ce premier membre par rapport à r; ainsi, en nommant/? la force 
dont une molécule de la surface est sollicitée vers le centre du sphé- 
roïde, on aura 

Si l'on substitue dans cette équation, au lieu de — -j-y sa valeur à la 

surface, |ua h > donnée par l'équation (6) de l'article XIII, et, au 

lieu de Y, sa valeur donnée par l'équation (12); si l'on observe ensuite 
que nous avons supposé a tel que la constante de cette dernière équa- 
tion est égale à ^tza^^ on aura 

/? = f7ra-|aa(Zf«)-+-Z<«)-+-aZW-f-atz(*)^.._) 
^ ^ -_a^(r«Z<»)-f-r«Z<»>-f-r»ZW-f-...), 

r devant être changé en a après les difierentiations, dans ce second 
membre, qui, par l'article précédent, peut toujours se réduire à une 
fonction finie. 
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p ne représente pas exactement la pesanteur, mais seulement la 
partie de cette force dirigée vers le centre du sphéroïde, en la suppo- 
sant décomposée en deux, dont l'une soit perpendiculaire au rayon r, 
et dont Tautre p soit dirigée suivant ce rayon. Le sphéroïde différant 
très peu de la sphère, la première force sera très petite de Tordre a; 



en la désignant donc par ay, la pesanteur sera égale à V/^'+a'^'' 
quantité qui, en négligeant les termes de l'ordre a', se réduit à p. 
Nous pouvons ainsi considérer /? comme exprimant la pesanteur à la 
surface du sphéroïde, en sorte que les équations (i3) et (i4) déter- 
minant et la figure des sphéroïdes homogènes et la loi de la pesanteur 
à leur surface, elles renferment une théorie complète de ces sphé- 
roïdes, dans la supposition où ils diffèrent très peu d'une sphère. 

Si les corps étrangers S, S', S'', ... sont nuls, et que le sphéroïde ne 
soit, par conséquent, sollicité que par l'attraction de ses molécules et 
par la force centrifuge de son mouvement de rotation, ce qui est le cas 
de la Terre et de toutes les planètes premières, à l'exception de Sa- 
turne, on trouvera, en désignant par f le rapport de la force centri- 
fuge à la pesanteur à l'équateur, rapport qui est à très peu près égal 






/? = {7:a(i — {9-+-{9/x*), 



«=(' + i?)y^; 



le sphéroïde est donc alors un ellipsoïde de révolution, sur lequel les 
accroissements de la pesanteur et les diminutions des rayons, en allant 
de l'équateur aux pôles, sont proportionnels au carré du sinus de la 
latitude, u. étant à très peu près égal à ce sinus. 

XX. 

Les déterminations précédentes sont données directement par l'Ana- 
lyse et indépendamment de toute hypothèse; l'équation (i4) a, de 
plus, l'avantage d'être indépendante des séries, puisque nous en 
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avons éliminé V et ^ au moyen des équations (6) et (12) des arti- 
cles XIII et XVIII; il n'en est pas ainsi de l'équation (i3), et cela peut 
faire craindre qu'elle ne renferme pas toutes les figures d'équilibre 
dont le sphéroïde est susceptible : nous allons ainsi déterminer ces 
figures directement et indépendamment des suites. 

Supposons d'abord que le sphéroïde soit de révolution, et que son 
rayon soit a(i 4- aj), y étant une fonction de cosO ou de (x, et étant 
l'angle que forme ce rayon avec l'axe de révolution. Si l'on nomme/ 
une droite quelconque menée de l'extrémité de ce rayon dans l'inté- 
rieur du sphéroïde; p le complément de l'angle que forme cette 
droite avec le plan qui passe par le rayon a(i 4- ocy) et par l'axe de 
révolution; q l'angle formé par la projection de/ sur ce plan et par le 
rayon; enfin, si l'on nomme Y la somme de toutes les molécules du 
sphéroïde divisées par leurs distances à la molécule placée à l'extré- 
mité du rayon a(i4-aj), chaque molécule étant égale k/^d/dpdqsinp, 
on aura, comme dans l'article II, 

\ = \fff^dpdqs\np, 

f étant ce que devient /à la sortie du sphéroïde. Il faut maintenant 
déterminer/ en fonction de p et de q. 

Pour cela, nous observerons que, si l'on nomme 6' la valeur de 6 
relative à ce point de sortie et a(i 4- aj') le rayon correspondant du 
sphéroïde, y étant une pareille fonction de cosô' ou de (x' que y l'est 
de (X, il est facile de s'assurer, par la Trigonométrie, que le cosinus 
de l'angle formé par les deux droites/ et a(i4-aj) est égal à 
sin/7COS9^, et qu*ainsi, dans le triangle rectiligne formé par les trois 
droites /', a(i 4- aj) et a{\ 4- ay ), on a 

a«(i 4- a/')*=:/'*— 2a/'(i 4- ay) sin/? cos^ 4- a*(i 4-. OLyy, 

Cette équation donne pour/'* deux valeurs; mais Tune d'elles étant 
de Tordre a*, elle est nulle lorsqu*on néglige les quantités de cet 
ordre, et l'autre devient 

/'«=:4a'siii'/?cos*<7(i-+- 2a/) 4- 4 ««'(/'— /)i 

QEuvret de L,— X, 5o 
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ce qui donne 

V = la^ffdp dq sin/i [(i -h a«/) sin^ cos*^ -H OL^y^ ^)]- 

II est visible que les intégrales doivent être prises depuis p et q^ égaux 
à zéro jusqu'à p et q^ égaux à i8o®; on aura ainsi 

y étant une fonction de cosOS il faut déterminer ce cosinus en fonc- 
tion de /El et de 9; on pourra dans cette détermination négliger les 
quantités de Tordre a, puisque y est déjà multiplié par a; cela posé, 
on trouvera facilement 

a cosô't= (a — y %\up cos^) cosô -♦- /' %\np sinç sîn 9, 

d*où Ton tire» en substituant pour/" sa valeur ^asin/ticosy. 

On doit observer ici, relativement à V iniégrsAe jj yafyfdqsinp prise 

par rapport à q depuis nq = o jusqu*à nq = 36o®, que le résultat 

serait le même si Ton prenait cette intégrale depuis 29 = — jusqu'à 

2q = 36o°— 0, parce que les valeurs de (x', et par conséquent celles 

dey, sont les mêmes depuis 27 = — jusqu^à 2^ = que depuis 

2q = 360®— 6 jusqu'à 2y = 36o*; en supposant donc 2^ -4- = ^, ce 

qui donne 

^'= Il cos^p — sin*/> cosç', 

on aura 

y = i na^ — J a-na^y -+- aà^ ff y dp dq'sïnpf 

les intégrales étant prises depuis p:=^o jusqu'à /» = 180^, et depuis 
q'z= o jusqu'à q'= 36o®. 

Maintenant, si Ton désigne par a'N l'intégrale de toutes les forces 
étrangères à l'attraction du sphéroïde et multipliées par les éléments 
de leurs directions, on aura par l'article XYII, dans le cas de l'équi- 
libre, 

consUzr V-ha*N, 
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et, en substituant au lieu de V sa valeur, on aura 

const. = I oLTiy — olÇÇ y dpdq^^vap — N, 

équation qui n'est visiblement que Téquation (12) de Tarticle XVIII, 
présentée sous une autre forme. Cette équation étant linéaire, il en ré- 
sulte que, si un nombre quelconque «de rayons a(i -+-aj), a(i ■+- w), . . . 
y satisfont, le rayon a(i -f- aj' -h aç' -h. . .) y satisfera pareillement (*). 
Supposons que les forces étrangères se réduisent à la force centri- 
fuge due au mouvement de rotation du sphéroïde, et nommons g 
cette force à la distance i de Taxe de rotation; nous aurons, par l'ar- 
ticle XVII, 

l'équation de l'équilibre sera, par conséquent, 

const. = I cmy — ^fj y* ^P ^^' sin/^ — i ^(^ — f')« 

En la différentiant trois fois de suite relativement à (x, et en observant 
que -^ = cos*/?, on aura 

o^in-g^-J j dpdç'&lnpcos'p-^; 

or on a 

ffdp dq^ sin/> cos'^ = — : 

on pourra donc mettre Téquation précédente sous cette forme 

o =ffdp dq' sin/, cosV (i ^ - 5^') • 

Cette équation doit avoir lieu quel que soit (x, en sorte que (x doit dis- 
paraître avec les intégrations; or il est clair que, parmi toutes les 
valeurs de (x comprises depuis (x = i jusqu'à fx = — i, il en existe une 
que nous désignerons par h et qui est telle que, abstraction faite du 

( *) H faudrait prendre la moyenne des rayons, €i|i-f-"(7-hP-+-...)|- 

(I^ote de l'Éditeur.) 
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signe, aucune des valeurs de j^ ne surpassera celle qui est relative 
à A; en désignant donc par H cette dernière valeur, on aura encore 



=ff^P ^ ^^^P ^^^'P (î ^ - àfij 



La quantité |H — ^^ est évidemment du même signe que H, et le fac- 
teur sin/icos*/7 est constamment positif dans toute Tétendue de Tinté* 
grale; les éléments de cette intégrale sont donc tous du même signe 
que H, d*où il suit que Tintégrale entière ne peut être nulle, à moins 
que H ne le soit lui-même, ce qui exige que Ton ait généralement 

o = -j-=Y> d*où Ton tire, en intégrant, 

y:=/-T-/W|UL-+-/lfJL', 

/, /7i, n étant des constantes arbitraires. 

Si Ton fixe Torigine des rayons au milieu de Taxe de révolution et 
que Ton prenne pour a la moitié de cet axe, y sera nul lorsque pi = i 
et lorsque jx = — i, ce qui donne m = o etn = — l; y devient ainsi 
/(i — (x'). En substituant cette valeur dans Téquation de Téquilibre 

const. = ixitjr — 31 fj y dpdq' sinp — jg(i — jx*), 

on trouvera 



i6ir 



X'f^ 



9 étant le rapport de la force centriruge à la pesanteur à Téquateur^ 
rapport qui est à très peu près égal à 7^; le rayon du sphéroïde sera 

donc a i 4- ~(i — a*) L d*où il suit que ce sphéroïde est un ellip- 
soïde de révolution, ce qui est conforme à ce qui précède. 

Nous voilà ainsi parvenu à déterminer directement et indépendam- 
ment des suites la figure d*un sphéroïde homogène de révolution qui 
tourne sur son axe, et à faire voir qu*elle ne peut être que celle d*un 
ellipsoïde qui se réduit à une sphère lorsque 9 = 0, en sorte que la 
sphère est la seule figure de révolution qui satisfasse à Téquilibre 
d'une masse fluide homogène immobile. 
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De là on peut généralement conclure que si la masse fluide est solli- 
citée par des forces quelconques très petites, il n*y a qu'une seule 
figure possible d'équilibre, ou, ce qui revient au même, il n'y a qu'un 
seul rayon a(i -h aj) qui puisse satisfaire à Téquation de l'équilibre 

const. = ^ oLTzy — f^ffy' ^P d^' sin/> — N, 

y étant fonction de et de la longitude ct, et y étant ce que devient^ 
lorsqu'on y change et u en 0' et ts\ 

Supposons, en efl*et, qu'il y ait deux rayons diflerents a(i -f- dy) et 
a(i -f- ay -h OLv) qui satisfassent à cette équation, on aura 

const. = îaTr(y -H t') — ^ ffiy' -^ v')dpdq' sinp — N. 

En retranchant l'équation précédente de celle-ci, on aura 

const. =i\tzv — ff^' dp dq' sin/>. 

Cette équation est visiblement celle d*un sphéroïde homogène en équi-' 
libre, dont le rayon esta(i -f-aç'), et qui n'est sollicité par aucune 
force étrangère à l'attraction de ses molécules. L'angle xs disparaissant 
de lui-même dans cette équation, le rayon a(i-+-aç') y satisferait 
encore en y changeant xs successivement dans xs -h cfe, ct -+- 2 dxs^ . . . ^ 
d'où il suit que, si l'on nomme (^1,(^3,... ce que devient v en vertu de 
ces changements, le rayon a(n- aç'ûfe-h aç^^ rfor -f-af^acfe -+-...) ou 
a{\ -H cnfvdxs) satisfera à l'équation précédente. Si l'on prend l'inté- 
grale Tf'rfcr depuis or = o jusqu'à xs = 36o®, le rayon a(i -4- a Cvdxs) 

devient celui d'un sphéroïde de révolution qui, par ce qui précède, ne 
peut être qu'une sphère. Voyons la condition qui en résulte pour v. 

Supposons que a soit la plus courte distance du centre de gravité du 
sphéroïde, dont le rayon est a(i 4- af^), à la surface, et que le pble ou 
l'origine de l'angle soit à l'extrémité de a ; (^ sera nul au pôle et positif 
partout ailleurs; il en sera de même de l'intégrale fs^dxs. Maintenant, 
puisque le centre de gravité du sphéroïde dont le rayon est a(i -h aç') 
est au centre de la sphère dont le rayon est a, ce point sera pareille- 
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ment le centre de gravité du sphéroïde dont le rayon est a(i -f- olCv du); 
les différents rayons menés de ce centre à la surface de ce dernier 
sphéroïde sont donc inégaux entre eux si ç n*est pas nul : il ne peut 
donc être une sphère que dans le cas oh v^^o. Ainsi, nous sommes 
assuré qu'un sphéroïde homogène, sollicité par des forces quel- 
conques très petites, ne peut être en équilibre que d'une seule ma- 
nière et que, par conséquent, l'équation (i3) de l'article XVIII épuise 
toutes les figures possibles d'équilibre. 

XXI. 

L'analyse précédente suppose que N est indépendant de la figure du 
sphéroïde ; c'est ce qui a lieu lorsque les forces étrangères à l'action 
des molécules fluides sont dues à la force centrifuge de son mouve- 
ment de rotation et à l'attraction des corps extérieurs au sphéroïde; 
mais, si l'on conçoit au centre du sphéroïde une force finie proportion- 
nelle à une fonction de la distance, son action sur les molécules pla- 
cées à la surface du fluide dépendra de la nature de cette surface, et 
par conséquent N dépendra de y. Ce cas est celui d'une masse fluide 
homogène qui recouvre une sphère d*une densité différente de celle 
du fluide, car on peut considérer cettç sphère comme étant de même 
densité que le fluide et placer à son centre une force réciproque au 
carré des distances, de manière que, si l'on nomme c le rayon de la 
sphère et p sa densité, celle du fluide étant prise pour unité, cette force 

à la distance rsoit égale a yu ^ ^ — - • En la multipliant par l'élément 

— dr de sa direction, l'intégrale du produit sera jiz -APjIlIi, quantité 

qu'il faut ajouter à a^N; et, comme à la surface on a r= a(i-i-aj), il 
faudra dans l'équation d'équilibre de l'article précédent ajouter à N 

^Tc^ — r~(i — aj). Cette équation deviendra 

const. — -ô-ttI ï -f-(p — i) -5 \y — aCCy^ dp d(j' s'inp — ^. 

Si Ton désigne par a(i -f- ay -1- af') le rayon d'un second sphéroïde en 
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équilibre, on aura pour déterminer i^ l'équation 

const.=:f7r I -^ (p — "1 I V — ff v' dp dq' smp^ 

équation qui est celle de l'équilibre du sphéroïde en le supposant 
immobile et en faisant abstraction de toute force extérieure. 

Si le sphéroïde est de révolution, v sera uniquement fonction de 
cosO ou de (x; or on peut, dans ce cas, le déterminer par l'analyse de 
l'article précédent, car, si l'on differentie cette équation î -4- i fois de 
suite, relativement à [x, on aura 

o = i7r 1^1 -h (P-- i)~J ^^ -jy ^^^ 

Mais on a 

ffdp dq' sin/) cos*'-^V = jt:^ ; 

l'équation précédente peut donc être mise sous cette forme 

On peut toujours prendre i tel qu'abstraction faite du signe on ait 

— 5 — I -h (p — i)— > I ; en supposant donc que i soit le plus petit 

nombre qui rende cette quantité plus grande que l'unité, on s'assu- 
rera, comme dans l'article précédent, que cette équation ne peut être 

satisfaite à moins qu'on ne suppose ^-7^ = o, ce qui donne 

En substituant dans l'équation précédente de l'équilibre au lieu de v 
cette valeur, et au lieu de ^' 

fx' étant, par l'article précédent, égal à [xcos*/? — sin^/jcosy, on trou- 
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vera d*abord 

c* 3 

I H-(p — l)-r = —7 > 

OÙ 

._ aa* -h(i — p)c' 

aa* — a(i — ^)c} 



i =. 



ce qui suppose p égal ou moindre que Tunité; ainsi, toutes les fois 
que a, r et p ne seront pas tels que le second membre de cette équation 
soit un nombre entier positif, le fluide ne pourra être en équilibre que 
d*une seule manière. On aura ensuite 



2(21 — 1) 



en sorte que 



'^ a(i-i)^ a.4(ai-i)(ai-3) ^ 

11 y a donc généralement deux figures d'équilibre, puisque av est 
susceptible de deux valeurs, dont Tune est donnée par la supposition 
de a = o et dont Tautre est donnée par la supposition de i^ égal à la 
fonction précédente de (x. 

Si le sphéroïde est immobile et n*est sollicité par aucune force étran- 
gère à Faction de ses molécules, la première de ces deux figures est 
une sphère et la seconde a pour méridien une courbe de Tordre i. On 
doit cependant observer que ces deux figures coïncident lorsque i = i, 
parce que le rayon a(i + a(jL) est celui d*une sphère dans laquelle 
Torigine des rayons est à la distance a de son centre; mais alors il est 
aisé de voir que p = i, c'est-à-dire que le sphéroïde est homogène, ce 
qui est conforme au résultat de Tarticle précédent. 

Lorsqu'on a les figures de révolution qui satisfont à Féquilibre, il 
est facile d'en conclure celles qui ne sont pas de révolution par la mé- 
thode suivante. 

Au lieu de fixer l'origine de l'angle à l'extrémité de l'axe de révo- 
lution, supposons qu'elle soit à une distance y de cette extrémité, et 
nommons 6 la distance à cette même extrémité d'un point de la sur- 
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face dont 6 est la distance à la nouvelle origine de Tangle 6; nommons 
de plus 17 + 6 l'angle compris entre les deux arcs 6 et y, nous aurons, 
par la Trigonométrie sphérique, 

cos0'= cosy cosO -f- siny sin 6 cos(bj -+■ 6); 
en désignant donc par 4'(cosO') la fonction 

cos' 6' - '/'r'\ cos'-* 0' + . . . , 

le rayon du sphéroïde immobile en équilibre que nous venons de voir 
être égal à a -h aa^(cos6') sera 

a 4- (xa^ [cosy COS0 -h siny sin^cos(Tîj-4- 6)], 

et, quoiqu'il soit fonction de l'angle a, il appartient à un solide de 
révolution, mais dans lequel l'origine de l'angle 6 n'est point à l'extré- 
mité de l'axe de révolution. 

Puisque ce rayon satisfait à l'équation de l'équilibre, quels que 
soient a, ê et y, il y satisfera encore en changeant ces quantités en a\ 

6'» y''» *"» ^^ ï"' • • • » ^'^^ *' S"** 9^^ cçiile^ équation étant linéaire, le 
rayon 

a-h a aij^[cosy cosô-hsiny sin0cos(Bj-f- 6)] 
a'aij;[cosy'cos0-h siny'sin0cos(BJ -h S')] 



y satisfera pareillement. Le sphéroïde auquel ce rayon appartient n'est 
plus de révolution : il est formé d'une sphère du rayon a et d'un 
nombre quelconque de couches semblables à l'excès sur la sphère du 
sphéroïde de révolution dont le rayon est a -+- 0La^{\k')^ ces couches 
étant posées arbitrairement les unes au-dessus des autres. 

Si l'on compare l'expression de 4* ((^') ^ivec celle de Q^'^ de l'article X, 
on verra que ces deux fonctions ne différent que par un facteur indé- 
pendant de (x; d'où il suit que l'on a 



4'-'->^i '-^ 



+ -t— r+' (*■+') +(H'). 

OEuvreê de L, — X. 5l 



ài^ 
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Il est facile d'ea conclure que, si Ton représente par a Y^'^ la fonction 

a ^[cosy cos0-h siny sin9cos(m-+- 6)] 
-T- a'4'[cosy'cos0-hsin/sinôco8(«ïH-6')] 
-h , 

Y^'^ sera une fonction rationnelle et entière de 
qui satisfera à Téquation aux différences partielles 

0=z-i ^_-ii-J-H-^-^-M(l4-.)YC0. 

En choisissant donc pour Y^'^ la fonction la plus générale de cette 
nature, la fonction a(i -+- aY<'^) sera l'expression la plus générale du 
rayon du sphéroïde immobile en équilibre. 

On peut parvenir au même résultat au moyen de l'expression de V 
en séries de l'article XIII, car l'équation de l'équilibre étant, par l'ar- 
ticle précédent, 

const. = V H-a'N, 

si l'on suppose que toutes les forces étrangères à l'action des molé- 
cules fluides se réduisent à une seule force attractive égale à |ir SE S'^J^ , 

placée au centre du sphéroïde, en multipliant cette force par l'élé- 
ment — drde la direction et en l'intégrant ensuite, on aura 

• r 

comme à la surface r=a(i -hay), l'équation précédente de l'équi- 
libre deviendra 



c« 



const. = V -+-|«7r — (i — p)^. 



En substituant dans cette équation au lieu de Y sa valeur donnée par 
la formule (7) de l'article XllI, dans laquelle on mettra pour r sa 
valeur à la surface a(i 4- aj), et en substituant pour y sa valeur 

Yt<»)-f-Y(»4-Y(*)-f-..., 
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on aura 

la constante a étant supposée telle que const. = ^Tza^. Cette équation 
donne Y^®^= o, Y^*^=o, Y^*^ = o, ..., à moins que le coelficient de 
l'une de ces quantités, de Y^'^ par exemple, ne soit nul, ce qui donne 

^ ^^ a* a I -h I 

e étant un nombre entier positif; et, dans ce cas, toutes ces quantités 
sont nulles, excepté Y^'^; on aura donc alors 

ce qui est conforme à ce que nous venons de trouver. 

On voit ainsi que les résultats obtenus par la réduction de V cli 
série ont toute la généralité possible, et qu'il n'est point à craindre 
qu'aucune figure d'équilibre échappe à l'analyse fondée sur cette 
réduction. 

XXII. 

Examinons maintenant le cas où le sphéroïde est hétérogène, et 
pour cela reprenons l'équation (ii) de l'article XVII : 

r^ = V -h « r«(ZW-f- Z<«)-h rZt»)H-. . .); 

si l'on y substitue pour Y sa valeur donnée par la formule (lo) de 
l'article XVI, on aura 

^ ^|^Jpéfa»+^jpef(^a»Y(«)-h j^YC«)-h^Y(«)4-.. 

les deux premières intégrales du second membre de cette équation 



fcOV THÉORIE DES ATTRACTIONS DES SPHÉROÏDES 

étant prises depuis a = a jusqu*à a = a, et les deux dernières étant 
prises depuis a = o jusqu'à a = a, r devant être changé en a(i n-oy) 
après toutes les difTérentiations et les intégrations. On aura ainsi à la 
surface extérieure 

les intégrales étant prises depuis a = o jusqu*à a = a. Cette équation 
a Tavantage de donner, par la différentiation de son second membre, 
la pesanteur à la surface du sphéroïde; car, en nommant/^ cette force, 
on aura/7 égal à la différentielle de ce second membre, prise par rap- 
port à r et divisée par — dr. 

Si le sphéroïde est entièrement fluide ou formé d'un noyau solide 
recouvert d'un fluide, l'équation (i5) donnera les valeurs de Y^•^ Y^' , 
Y^'^ . . . relatives à chacune des couches du niveau du fluide, et, si le 
fluide est homogène, il Suffira de satisfaire à l'équation (i6). 

Il est aisé de voir par la nature de ces équations, qui sont linéaires, 
que, si Ton y a satisfait d'une manière quelconque, on aura leur solu- 
tion complète en ajoutant aux valeurs particulières de Y^^\ Y^*\ ..., 
que l'on suppose connues, celles qui ont lieu dans le cas où Z^^\ 
Z^*\ ... sont nuls; en sorte que la recherche de la figure d'équilibre 
des couches du fluide se réduit : i^ à déterminer une figure particu- 
lière d'équilibre lorsque le fluide est sollicité par les forces étrangères 
qui l'animent; 2^ à déterminer toutes les figures d'équilibre qui ont 
lieu lorsque ces forces sont nulles, car il est clair que la somme des 
valeurs de y relatives à ces deux cas sera la valeur complète dey. 

La figure du sphéroïde donnée par l'équation (16) dépend de la 
figure et de la densité de ses couches intérieures, et, si l'on compare 
les termes semblables en faisant, pour plus de simplicité, a = i, on 
aura à la surface extérieure 



/ 



rfn 47t <' , , 
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I que soit i, 

4ii 



o ^ ^ Y''»/p rffl> - 4J^ /p rf(a'--' Y"0 - 



Z"i, 



^^B du pci 



pourvu que l'on suppose Z">= o, parce que cette fonction manque 
dans l'équation (i6). Les intégrales doivent être prises depuis a=o 
jusqu'à a = I. 

La pesanteur;) sera donnée par celte formule 

/,= i7t/pda'-^(Y"> + Y"'+Y<»' + ...)/prfa' 

-A-/prf(«'Y--H^Yn.+ ^Y".^...) 

-a(2Z'*'+aZ">-t-3Z'" + 4Z"' + .-.)- 

Si l'on élimine les termes 

/prf(a»Y'«>), /prf(a»Y<->), ... 

au moyen de l'équation précédente en Y'''' et que, pour abréger, l'on 
suppose 

P = ^ (I - aY"")/prfo'- 3«Z'% 



{/» — P + aP[ ¥("+3Yf" + 3Yi"4-...+ ( i--i)Y"i + ...] 

' I -X [5Z<*i -i-7Z'»'+9Z") +...+ (31 + OZ'" +■■■]- 

Cette expression est remarquable, en ce qu'elle donne la loi de la 
pesanteur k la surface du sphéroïde, indépendamment de la figure 
et de la densité de ses couches intérieures; en sorte que, si, par les 
mesures des degrés des méridiens et des parallèles, on a le rayon 
i-t-«(Yf" + Y'*'+Y'*'+...) du sphéroïde, elsi, de plus, on connaît 
les quantités Z'", Z'*', . . . relatives à la force centrifuge du mou- 
vement de rotation et aux attractions étrangères, on aura la varîa- 
tioQ p — P de la pesanteur à la surface du sphéroïde, et, réciproque- 
ment, si cette variation est donnée par les expériences sur la longueur 
du pendule, on aura le rayon i + tLy du sphéroïde; car, quoique la 
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valeur dep ne donne point Y<*^ et Y^*\ cependant, comme Y^®^ est con- 
stant, on peut le supposer compris dans la valeur de a, que nous avons 
prise pour l'unité, et il est toujours possible, en plaçant convenable- 
ment l'origine des rayons, de faire disparaître Y^'' et de réduire ainsi 
Texpression du rayon du sphéroïde à cette forme 

i-+-a(Yt«>-f-Y<»>4-Y^*)4-...). 

Cette correspondance entre la variation de la pesanteur et celle des 
rayons n'étant assujettie à aucune hypothèse sur la figure et sur la 
densité des couches du sphéroïde, elle offre un moyen très simple de 
vérifier si la loi de la gravitation universelle, qui s'accorde si bien avec 
les mouvements des corps célestes, s*accorde pareillement avec leurs 
figures. 

XXIII. 

Le rayon osculateur du méridien d'un sphéroïde qui a pour rayon 
I -h ay est 

â[JL 0[L 

en désignant donc par c la grandeur du degré d'un cercle dont le rayon 
est ce que nous avons pris pour l'unité, l'expression du degré du méri- 
dien du sphéroïde sera 

Si l'on substitue, au lieu du rayon i + aj, sa valeur 



[<)Y<'n 



et, au lieu de ~- 3 *--^* sa valeur 

dix 

a'Y<^> 

— 1(1 -f-l)Y<') r 

I — |JL* 
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l'expression précédente du degré du méridien deviendra 

c — 6acYî«)-i2«cY<») — ... — !(« H- i)«cY<')-... 



ac 



ac 



^«(Y?«)-f- Yt»>-f-. . .-h Y(*'>H-. . .) 



Relativement à la Terre, aZ^*^ se réduit à — -((^' — ?) ou, ce qui 

revient au même, à — - -P(h^* — i)» 9 étant le rapport de la force cen- 
trifuge à la pesanteur; de plus, Z^*\ Z^*\ ... sont nuls. En nommant 
donc /et L les longueurs du pendule à secondes, correspondantes kp 
et P, l'expression précédente de la pesanteur donnera, relativement à 
la Terre, 

Si l'on compare ces trois expressions du rayon terrestre, de la lon- 
gueur du pendule à secondes et du degré du méridien, on voit que 
le terme aY^'^ de l'expression du rayon est multiplié par i — i dans 
l'expression de la longueur du pendule et par i(i-+- 1) dans celle du 
degré du méridien, d'où il suit que, pour peu que i soit considérable, 
ce terme sera plus sensible dans les observations de la longueur du 
pendule que dans celles de la parallaxe et plus sensible encore dans 
les mesures des degrés que dans celles des longueurs du pendule. 

Ainsi, en supposant le rayon de la Terre égal à 

i étant un nombre considérable et les coefficients de Y^'\ Y^'"^*^ étant 
assez petits pour que ces fonctions et leurs produits par i, 1 + 1 , ... 
soient insensibles relativement à Y^*\ mais tels cependant que les 
produits de ces mêmes fonctions par 1(1-+- 1), («*-h i)(i-i- 2), ... 
soient comparables à 6Y^^^ la variation de la longueur du pendule 
ne dépendra sensiblement que de Y^^^ et sera à très peu près propor- 
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tionnelle au carré du sinus de la latitude, si Y^'^ ne renferme point la 
longitude o, tandis que la variation des degrés s*écartera de cette loi 
d*une manière sensible. Ce résultat est parfaitement conforme à ce 
que Ton observe sur la Terre. Les longueurs du pendule à secondes, 
en allant des pôles vers Téquateur, diminuent à très peu près comme 
le carré du sinus de la latitude; mais la diminution des degrés du 
méridien parait suivre une loi différente. 

Cette remarque donne l'expression du rayon terrestre dont on doit 
faire usage dans le calcul des parallaxes de la Lune; car, puisque les 
variations de la longueur du pendule à secondes s'éloignent très peu 
de la loi du carré du sinus de la latitudç, il faut que, dans Texpres- 
sion de /, la quantité 

soit fort petite relativement à aLY^'^-4-|Lç(|x* — j), d'où il suit que, 
k plus forte raison, dans l'expression du rayon terrestre, la quantité 
a(Y^»)4-Y^*^-F...-+-Y('^H-...) doit être négligée vis-à-vis de aYf*\- 
partant, si l'on pouvait, par les observations de la parallaxe de la 
Lune, déterminer avec précision la variation des rayons terrestres, on 
la trouverait encore plus approchante que celle des longueurs du pen- 
dule de la loi du carré du sinus de la latitude. 

Si l'on désigne par L[i 4- A((ji*— J)] la longueur observée du pen- 
dule à secondes, on aura 

d'où l'on tire 

«Y<"=(a-^)(h'-J). 

Les observations donnent à très peu près 

A rzi o , 0055334 ; 

en sorte que l'on peut représenter dans cette hypothèse, à jj^ de ligne 
près tout au plus, les observations faites avec soin sur la longueur du 
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pendule; d'ailleurs, 9 étant égal à 7^, on a 

I 9 =1: o,oo865o5. 

Le rayon i 4- aY^^^ du sphéroïde terrestre sera donc 

Ainsi Ton peut, dans le calcul des parallaxes et de la pesanteur, 
supposer que la Terre est un ellipsoïde de révolution dont l'ellipticité 
est jj^; mais cette supposition, employée dans le calcul de la variation 
des degrés du méridien, écarterait sensiblement de la vérité. 

Dans la théorie de la précession des équinoxes et de la nutation de 
Taxe de la Terre, non seulement l'influence des termes a Y^'\ aY^*\ . . . 
de l'expression du rayon d'une couche quelconque du sphéroïde ter- 
restre est insensible, mais elle est nulle; ainsi l'on doit calculer ces 
phénomènes dans l'hypothèse précédente d'un ellipsoïde de révolution. 
J'ai fait voir dans nos Mémoires pour l'année 1776, page 257 (*), que, 
pour satisfaire à ces phénomènes, l'ellipticité de la Terre doit être 
comprise entre les limites 0,001730 et o,oo5i35; et, comme l'ellipti- 
cité o,oo3ii7i, donnée par les observations de la longueur du pen- 
dule, est entre ces limites, on voit que la loi de la pesanteur univer- 
selle satisfait, aussi bien qu'on peut le désirer dans Tétat actuel de nos 
connaissances, aux divers phénomènes qui dépendent de la figure de 
la Terre. 

Cinquième Section. 

Des oscillations d'un fluide homogène de peu de profondeur 

qui recouvre une sphère. 

XXIV. 

Après avoir donné une théorie générale de la figure des planètes, 
il nous reste à déterminer les conditions qui rendent cette figure 

( > ) Œuures de Laplace, T. IX, p. 269. 
ORttvret de L, — X. Sa 
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stable. Pour cela, nous allons considérer les oscillations d*un fluide 
très peu profond qui recouvre une sphère, en le supposant dérangé 
d*une manière quelconque de son état d'équilibre et soumis à l'action 
d'un nombre quelconque de forces étrangères, et nous chercherons 
dans les conditions qui rendent ces oscillations périodiques les con- 
ditions relatives à la densité et à l'ébranlement primitif du fluide qui 
donnent un équilibre ferme. 

Soient / la profondeur du fluide dans l'état d'équilibre; i le rayon 
du sphéroïde, et, par conséquent, i ~ / celui du noyau sphérique que 
le fluide recouvre, / étant supposé très petit. Nommons ensuite p la 
densité de ce noyau, celle du fluide étant prise pour unité; soient de 
plus l'angle que forme un rayon quelconque du sphéroïde avec un 
rayon fixe que nous prendrons pour son demi-axe, et o l'angle formé par 
le plan qui passe par ces deux rayons, avec un méridien fixe, l'origine 
des rayons étant supposée au centre du noyau sphérique. Supposons 
que le rayon du sphéroïde qui, dans l'état de l'équilibre, était égal à 
l'unité, soit i + aj^ dans l'état de mouvement et après un temps quel- 
conque /, a étant un coefficient très petit; que l'angle devienne 
6 -h aa, et que l'angle zs devienne u 4- ai»; y^ u et ç^ étant des fonc- 
tions de 0, tj et / qu'il s'agit de déterminer. Cela posé, si l'on conçoit 
dans l'état d'équilibre un parallélépipède rectangle fluide, dont les 
dimensions soient /, r/0 et r/osinO, et dont par conséquent la masse 
soit /r/0</c7sinO, il est visible que, dans l'état de mouvement, ce pa- 
rallélépipède changera de figure; mais, les molécules voisines ayant 
des mouvements très peu difi^érents, il est facile de s'assurer que, si 
l'on calcule la solidité de cette nouvelle figure comme étant celle d'un 
parallélépipède rectangle dont les dimensions seraient 

/-4-«y, d9li-{-0L-rT]9 «faf ( 14-a^ jsin(Ô4-«a), 

on ne se trompera que de quantités de l'ordre a'. On aura ainsi, pour 
sa masse, 

(/-f-«j)efe( n-a^j ûfcj(n- a^j sin(Ô -h an); 
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en régalant à la précédente /r/Oe/osinO et en faisant cos6 = (ji, on 
aura 

•^ dix d^ 

Cette équation est relative à la continuité du fluide, et il en résulte 
que 1/ et (^ sont très grands relativement à y dans la raison de i à A en 
sorte que nous pourrons négliger j" par rapport à ces quantités. 

Pour avoir les équations relatives au mouvement du fluide, nous 
reprendrons Téquation 

const. = /'(Fef/-+- F'df -h.. .)» 

qui, par l'article XVII, détermine les conditions de l'équilibre d'une 
masse fluide à sa surface extérieure, et nous observerons que, si l'on 
nomme x\ y, s' les trois coordonnées rectangles d*une molécule de 
cette surface, les trois vitesses partielles de cette molécule seront 



ou 



dx' dy 


dz' 


dt' dt' 


dt 


dx^ drx* 
dt ' dt 


d^x' 

dt ' 


dy' d}y' 
dt ' dt 


d^y' 
' dt' 


dz' d^z' 
dt ' dt 


d}z' 
dt 



Dans l'instant suivant, dt étant supposé constant, les vitesses de Va 
molécule seront 

dx' d'x' 
dt '^ dt ' 

dy' . d^y' 



dt dt 

dz' d^z' 



dt ^ dt ' 



il faut donc ajouter aux forces qui animent la molécule, et en vertu des- 
quelles elle serait en équilibre, les forces nécessaires pour produire 
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htf:^ qne Toro obtienU tookoie Ton »ît« en dîfÎMDt ces înemBenB de 

irit#HrM^ par reliaient do teœ{^. 

Il r^alle de l'article XVII qae rintéimle Çi^if-^Tif-^...^. 

rebliTe aoïc fon!re!§ dont one molécule floide est sollicitée à b snrfaee. 

e!il égale à 

V — atZ^ —Z* H^Z* —...V, 

V étant la somme de toutes les parties da sphéroïde dinsées par leurs 
distances a la molécule fluide; ainsi, pouraToir la Taleor entière de 
Tintégrale / {Y df -^ fd/'-^ ...y, il faut ajouter à la quantité précé- 

ffij^ ^y/ fgt^' 

dente Fintégrale du produit des forces ^-j-, — -^9 — -—- par les 

éléments de leurs directions, c'est-â-dire Tinté^rrale 



-/(-î^-"/^--^) 



les différentielles daf, dV , dz étant relatires aux Tariables et a. On 
aura donc, pour l'éqoation générale du moQTement da flioide 

coDsl. = V + «(Z» -hZ» -HZ»>-t-Z;'>-i-...) 
-J (/' "5F -^''/^ +'^- -dF)' 

équation dans laquelle on doit observer que, le sphéroïde étant sup- 
posé sans mouvement de rotation, il faut faire ^ = o dans les valeurs 
de Z^*' et de Z'*>. 
Maintenant on a 

j:'=(î-har)cos(5-+-aa), 

y'=^{i -+-a/)sin(ô-haa)cos(iF-Kaï'), 

z' =:{i -+-aj^)sin(ô-h au) sin(«H-ac), 
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d'où il est aisé de conclure, en négligeant les quantités de Tordre a^ et 
celles de l'ordre y relativement kuetkv, 

l'équation précédente du mouvement du fluide deviendra ainsi 

et il est clair que la quantité sous le signe / doit être une différence 
exacte. 

Cette équation parait supposer que le centre du noyau sphérique, 
où nous fixons l'origine des coordonnées» est le centre même de gra- 
vité du sphéroïde, puisque c'est relativement à ce centre que nous 
avons déterminé dans l'article XYII les forces qui sollicitent les molé- 
cules fluides; or l'état du fluide peut être tel que ces deux centres ne 
coïncident point, et alors il faut ajouter aux mouvements précédents 
de la molécule fluide relativement au noyau supposé immobile le mou- 
vement du centre même de ce noyau; mais, si l'on considère que ce 
centre ne peut faire autour du centre de gravité de la masse entière 
que des oscillations de l'ordre ay^ on verra facilement que les forces 

qui en résultent dans la molécule fluide sont de l'ordre a -^j et 

qu'ainsi nous pouvons les négliger vis-à-vis de -^y d'où il suit que 

l'équation précédente est vraie, quel que soit l'ébranlement du fluide. 
Maintenant, si l'on différentie convenablement cette équation et si 
l'on observe que l'on a 

.r ,,^z<')i d*z(o 

o= ~i= C-J. ^ -f-«(l-M)Z<'» 

d^ I — fjL» 

et 
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on aura 

- a/[6Z<«>-h iaZ^»)-f-. . .-4-1(1 -h i)Zt') -4-. . .] -+- a^; 

(*/est réqaation d'après laquelle il faut déterminer^. 



XXV. 

L'équation précédente aux différences partielles est d'un genre par- 
hculier, en ce que la variable principale j^ est enveloppée d'une manière 
déterminée sous le signe intégral dans la fonction Y, en sorte que, 
pour avoir Y en y, 0, cr et / et pour ramener ainsi l'équation précé- 
dente aux différences partielles ordinaires, il faudrait supposer^ déjà 
(*onnu. Cette équation parait donc échapper à l'analyse et présenter 
des difficultés presque insurmontables. Cependant, si Ton observe que 
la valeur de Y s'y présente sous une forme de différences partielles 
dont nous avons souvent fait usage, on trouvera que cette considéra- 
tion, jointe aux recherches précédentes sur le développement de Y en 
série, donne un moyen fort simple d'avoir ^ aussi complètement qu'il 
ost possible. 

Pour cela, nous remarquerons que, V étant composé de deux parties 
dont l'une est relative au noyau 8phérique et dont l'autre est relative 
au fluide qui le recouvre, on peut considérer cette fonction comme 
formée de deux autres parties dont la première est relative à un sphé- 
roïde fluide de rayon 1 4- a^, et dont la seconde est relative à une 
sphère de rayon i —/et de densité p — i . Cette dernière partie est, par 

ce qui précède, égale à jTC ^"~^^'"" ' ou à |ii(p— i)(i— /)*(i— a^). 

Pour avoir la première, il faut supposer, dans la formule (7) de l'ar- 
ticle XIII, rt = i etr=i 4- av, ce qui donne pour cette partie de V 

J7r(i - ay) -4- 4aît( Y<«^ H- i Y^'> -h } Y^») -+-...); 
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en réunissant donc ces deux parties et en faisant, pour abréger, 

;> = |7r(p-i)(i -/)»-♦- $7r, 

d'où Ton tire, en négligeant les quantités de Tordre a/, 

4a7r= — -i 



on aura 



V =/>-a/>y -4- ^(Y(«î-t-|Y<«)-h }¥<•)-*-...), 



oii l'on doit observer quep est la pesanteur à la surface du sphéroïde 
en équilibre. 

Si l'on substitue cette valeur dans l'équation précédente aux diffé- 
rences partielles, en observant que 



et que l'on a 






dfx ' I — fX 



I — JX" ^ ' 



on trouvera généralement, en 'comparant les fonctions semblables Y^'^ 
etZ^'J 

^ — £^//?Y<'>-i(«-hi)/Z(')-h^^, 



o = 



21 -f- I 



et cette équation aura lieu, quel que soit i, pourvu que l'on sup- 
pose Z^'^= o, parce que cette fonction manque dans l'équation diffé- 
rentielle. 

Pour intégrer cette équation, soit 

«(«-t-Ofai-hi — ) 

X ^-lip=ih 

on aura 

Y<') = /M<" ainltt + /N<« coaht -t- '^\^'^ / sinX,//Z<') dt cosX, t 

- ^■^^j^lcoshtfZ^'^dtainht, 
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iM''' et N''' étant des fonctions rationnelles et entières de (*, ^i— [** cosc, 
Vi — (x'sina, qui satisfont aux équations à différences partielles 

■«) 






0= -t ; ^^TL^ + _ïr_^+/(l + l)M<", 

d'N") 



_ ^|('-f^*)-^| ^. 
dp 



0=1 — : ;^ : — ^ H H-|(| -4-i)N('). 

I — a* ^ 



L'équation différentielle en Y^'^ donne, en supposant i = o, 



= o 



et, par conséquent, 

on aura donc, à cause de j^ = Y^"^ 4- Y^*^ -h . . . , 



/M<')sinX/^-+-/N('^cosX// 



6/ . 



— sinX,^ rz<«)É^/cosX,/ 

A, •/ 

6/ /» 



_ îli^tilicosX// Tz^orf/ sinX// 



On déterminera les fonctions N^®^ N^*\ N^*\ ... au moyen de la 
figure initiale du fluide, et les fonctions M^^\ M^'^ M^^^ au moyen de la 
vitesse initiale; ainsi l'expression précédente de v, embrassant toutes 
les figures et toutes les vitesses primitives dont le fluide est suscep- 
tible, elle a toute la généralité que l'on peut désirer. 
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XXVI. 

Si la quantité W^^ n'était pas nulle, la valeur dey irait en croissant 
sans cesse, et l'équilibre ne serait pas ferme, quel que fût d'ailleurs le 
rapport de la densité du fluide à celle de la sphère qu'il recouvre; mais 
il est facile de s'assurer que les deux quantités M^°^etN^*^ sont nulles, par 
cela seul que la masse fluide est constante, car cette condition donne 
?CT = o, l'intégrale étant prise depuis fx = i jusqu'à [ji = — i, 
et depuis u = o jusqu'à u = 36o°. Or on a, par l'article XVIII, 



fy ^v- d^ 



en égalant donc cette quantité à zéro, on aura M^®^ = o, N^^^ = o. 

Il suit de là que la stabilité de l'équilibre dépend du signe des quan- 
tités XJ, X^, ..., car il est visible que, si l'une de ces quantités telle 
que X^^ est négative, le sinus et le cosinus de l'angle X^/ se changent 
en exponentielles, et ils se changent en arcs de cercle si XJ = o; 
ils cessent par conséquent dans ces deux cas d'être périodiques, con- 
dition nécessaire pour ta stabilité de l'équilibre; X? étant égal à 

£(«-*-l) (2£ -f-l j 

^- — Ipf cette quantité ne peut être positive, à moins 

que l'on n'ait p > — : • Il faut donc, pour la stabilité de l'équilibre, 

que Ton ait généralement p > — : > i étant un nombre entier positif, 

égal ou plus grand que l'unité; or cette condition ne peut être rem- 
plie pour toutes les valeurs de i, qu'autant que l'on a p > i , c'est-à-dire 
que la densité du noyau sphérique surpasse celle du fluide. Voilà donc 
la condition générale de la stabilité de l'équilibre, condition qui, si 
elle est remplie, rend l'équilibre ferme, quel que soit l'ébranlement 
primitif, mais qui, si elle ne l'est pas, fait dépendre la stabilité de 
l'équilibre de la nature de cet ébranlement. 

Si, par exemple, l'ébranlement primitif est tel que le centre de gra- 
vité du sphéroïde coïncide avec celui du noyau sphérique et n'ait 
aucun mouvement autour de lui dans le premier instant, il est aisé de 

OKuvres de L. — X. 53 



d 



% 
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voir que cette coïncidence subsistera toujours, d'où il suit, par l'ar- 
ticle XVni, que Y^*^ = o, ce qui donne M^*^ = o, N^*^ = o. Dans ce cas, 
la stabilité de l'équilibre dépend du signe de XJ. Pour que cette quan- 
tité soit positive, il faut que l'on ait p>|; c'est la condition que les 
géomètres ont exigée pour la stabilité de l'équilibre. J'ai déjà remar- 
qué dans nos Mémoires pour l'année 1776, pages 227 et 228 ('), qu'elle 
est insuffisante : mais je n'ai pu m'assurer alors que, la condition de 
p > I étant satisfaite, l'équilibre est nécessairement stable. 

XXVII. 

La valeur de y donne immédiatement celles de u et de i^; en effet, si 
dans Téquation 

on substitue au lieu de V sa valeur et que Ton observe que l'on a, par 
l'article XXV, 

— ii — i 



Z<''-h^— . p\^*'=i ^^^' 



-;» 



2/4-1 1(1-^-1)/ 

on aura 

COIlSt. '- p H —j-^ h ^ — T-T H ... -H .y. : > —j-z h 

'^ 2 1 <Jl* 61 01^ £(i-Hi)/ ât* 



d'où l'on tire 



^/b^-i -<-•--] 



// =r (j -h H / — ' 7-*-- j h ^ ~. h . . . -+- TJ-. ■ -. r- . . . I , 



/(i — /i«)L2 ârn 6 âu3 1(14-1) âts 

Si l'on substitue les valeurs de j^, u et v dans l'équation 

•^ âiJL (hn ' 

( * ) Œuvres de Laplace, T. IX, p. 238 cl 23<j. 
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on aura, on comparant séparément les termes multipliés par /, 

en sorte que, en vertu des vitesses H et L, la surface du tluidc r(»sterait 
toujours sphérique. Pour concevoir les mouvements du Huide dans 
cette hypothèse, imaginons qu'il ait un très petit mouvement de rota- 
tion autour de l'axe du sphéroïde; la figure sphérique du Huide n'en 
sera altérée que d'un(î quantité du secon<l ordre, puisque la force cen- 
trifuge ne sera que d(^ cet ordre; dans ce cas, on aura // -= o et 
i' = ki\j\ — a^, k étant un coeflicient indépendant <le pi et de n. .Mais 
nous sommes libres de faire tourner le Huid(» autour d(» tout auln» 
axe, et, de plus, ces mouvements étant supposés fort petits, le Huide, 
mù en vertu de la résultante d'un nombre quelconque de mouvements 
semblables, conservera toujours, aux quantités près du second ordre, 
sa figure sphéricjue. Tous ces mouvements sont compris dans les for- 
mules 

fin c/r _ 

7/7 - "' di - '^' 

H et L étant des fonctions de [x et de ct, qui ont entre elles la relation 
donnée par l'équation précédente; ils ne nuisent point à la stabilité 
de l'équilibre, et d'ailleurs ils doivent être bientôt anéantis par les 
frottements et par les résistances en tout genre que le fluide éprouv(^ 
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